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Avant-propos

La topologie est une branche des mathématiques qui s'est déve-
loppée a partir de la fin du XIXe siecle, en réponse a des problemes
géométriques et analytiques qui ne pouvaient pas étre résolus a
I'aide des méthodes traditionnelles de la géométrie euclidienne.

Les origines de la topologie remontent au XVllle siecle, avec les
travaux de Leonhard Euler sur les ponts de Konigsberg, qui ont
conduit a la création de la théorie des graphes. Au XIXe siecle, les
mathématiciens ont commencé a étudier des objets géométriques
plus complexes, tels que les surfaces et les courbes, en utilisant des

outils analytiques tels que la géométrie projective et la théorie des
fonctions.

C'est a la fin du XIXe siecle que la topologie a pris son essor,
avec les travaux de Poincaré, qui a introduit la notion de groupe
fondamental pour étudier les propriétés topologiques des surfaces.
Il a également développé la théorie de la dimension, qui a permis de
comprendre les propriétés des espaces de dimension supérieure.

Au début du XXe siecle, les travaux de Hausdorff et de Urysohn
ont conduit a la formalisation de la théorie des espaces topolo-
giques, qui est devenue la branche centrale de |la topologie mo-
derne. La théorie des espaces topologiques a permis de généraliser
les notions de convergence, de continuité et de limite, en utilisant
des notions telles que les ouverts et les fermés.

Au cours du XXe siecle, la topologie a connu de nombreux déve-
loppements importants, tels que la théorie des fibrés, la théorie de
I'homotopie, la cohomologie et la K-théorie topologique. Ces déve-
loppements ont permis d’étudier des structures topologiques plus
complexes, telles que les variétés topologiques et les espaces de
Hilbert.

Aujourd’hui, la topologie est une branche importante des ma-
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thématiques, qui trouve des applications dans de nombreux do-
maines scientifiques, tels que la physique, I'informatique, la biologie
et 'économie.

055" A qui s’adresse ce livre

Ce livre s'adresse a ceux qui souhaitent s’initier rapidement, faci-
lement a la topologie et qui sont confrontés a des ouvrages existants
trop théoriques pour eux.

Il s'adresse tout particulierement aux débutants et aux non spé-
cialistes qui souhaitent pouvoir faire rapidement le tour du sujet, de
facon concrete, en allant a I'essentiel sans recherche d’exhaustivité.

llIs pourront utiliser ce livre dans le cadre de leurs études (en
mathématiques et en physique) ou de leur activité professionnelle
(en informatique, biologie, économie, psychologie) ou par simple
curiosite,

La méthode utilisée consiste a présenter les notions importantes
de facon rapide, claire et simple et a les illustrer, a |'aide d’'exemples
et de questions-réponses.

Le dictionnaire définit la topologie comme étant une "branche
des mathématiques ou on étudie les propriétés invariantes sous I'ef-
fet de transformations biunivoques continues".

La topologie est une branche des mathématiques qui étudie les
propriétés géométriques des objets qui restent invariantes sous des
transformations continues, telles que les déformations et les étire-
ments, sans éetre déchirées ou collées.

En d’autres termes, la topologie étudie les propriétés des formes
qui sont préservées lorsque I'on effectue des transformations conti-
nues telles que les pliages, les étirements ou les torsions, sans al-
térer les propriétés essentielles de la forme.




6 Mathématiques - Topologie

Par exemple, en topologie, un cercle et un carré peuvent étre
considéerées comme équivalents car ils peuvent étre déformés I'un
dans l'autre sans qu’il soit nécessaire de les couper ou de les coller.

Cette notion d’équivalence est étudiée en topologie sous le nom
d’homéomorphisme.

Les applications de |la topologie sont multiples, allant de la géo-
meétrie a la physique en passant par I'informatique et la biologie. Par
exemple, elle est utilisée en géomeétrie pour déterminer les proprié-
tés fondamentales des formes, en physique pour la modélisation de
I'espace-temps, en informatique pour la compression de données et
en biologie pour étudier la forme et |la structure des molécules.

05~ Objectif

Le but de ce livre est d'apporter un résumé clair et pratique des
éléments importants, a connaitre et a savoir utiliser afin d’'acquérir
facilement et rapidement les bases essentielles de la topologie.

Le lecteur pourra ensuite se tourner plus aiséement vers des ou-
vrages théoriques plus complets, spécialisés et exhaustifs.

Nous vous souhaitons de tout coeur de découvrir de nouveaux
horizons et de prendre beaucoup de plaisir en lisant ce livre. ..

05~ Contenu du livre
Ce livre comprend 7 chapitres :

e les 3 premiers chapitres présentent les concepts généraux et le
vocabulaire correspondant rencontrés en topologie.

e les 4 chapitres suivants présentent les principaux types d'es-
paces importants que I'on rencontre en topologie.

e Un index, situé fin d'ouvrage, permet de retrouver rapidement
un sujet particulier.




Chapitre 1

Espace topologique

» Ce qu’il faut savoir
1 - Qu’est ce qu’'un espace topologique
2 - Espaces topologiques importants

» Exemples
» Questions-réponses
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@ Ce qu’il faut savoir

1) Qu’est ce qu’un espace topologique?

En mathématiques, un espace topologique est un ensemble qui
est muni d’une structure appelée "topologie". Cette structure per-
met de définir les notions de proximité, de continuité et de conver-
gence dans cet ensemble.

Soit un ensemble E et soit T un ensemble de parties de E, ap-
pelées ouverts de E. Le couple (E,T) constitue un espace topo-
logique (et T est appelée topologie sur E) si les trois conditions
suivantes sont vérifiees :

(C1l) E et @ appartiennent a T;
(C2) Une intersection finie d’éléments de T appartienta T;

(C3) Une réunion quelcongue (finie, infinie dénombrable ou in-
finie non dénombrable) d'éléments de T appartienta T.

Soient :

o T C P(E)
e U; des ouverts de E (c'est a dire des éléments de T)

On a:
(Cl):EcTetoeT
(C2): [U}f‘zl CT=MaaxUieT
(C3): (Ui T = UjqU; eT

Les éléments de I'ensemble E sont appelés "points" et la collec-
tion des ouverts de T définit la facon dont ces points sont "proches"
les uns des autres. Si deux points x et y de E sont dans le méme
ouvert, alors ils sont considérés comme "proches" I'un de l'autre.

Les éléments de T sont appelés des ouverts de la topologie, et
leur complémentaire dans E sont appelés des fermés.

Une fonction entre deux espaces topologiques est dite continue
si elle préserve la topologie, c’est-a-dire si I'image inverse de tout
ouvert est un ouvert.
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2) Topologies importantes

Il existe de nombreux exemples de topologie et d'espaces topo-
logiques en mathématiques. En voici quelques-uns :

2.1) Topologie discrete

L'espace topologique discret (E, Tyis) est formé par un ensemble
E, constitué d’'un nombre (fini ou infini) d'éléments distincts, et par
une topologie discrete (T4) constituée de toutes les parties de E.
E = {x1,X2,..Xn}
T4is = {E, @, toutes les parties de E}

2.2) Topologie discrete restreinte

L'espace topologique discret restreint (E, T, ) est formé par un
ensemble E, constitué d'un nombre (fini ou infini) d'éléments dis-
tincts, et par une topologie discrete restreinte T, constituée non
pas de toutes les parties de E mais seulement de certaines parties
de E.

E = {X1,X2,...Xn}
Tair = {E, @, certaines parties de E}

2.3) Topologie grossiéere

L'espace topologique grossier (E, T4r0) est forme par un ensemble
E, quelconque, et par une topologie grossiere Ty, constituée uni-
gquement de E et de I'ensemble vide.
E : ensemble quelconque
Tgrm = {E- @'}

2.4) Topologie triviale

L'espace topologique trivial (E, T;,;) est constitué seulement d’'un
point, considéré comme un ouvert dans la topologie.
E={a}
Tei = {E, @}

2.5) Topologie usuelle

La topologie usuelle, appelée également topologie euclidienne,
est définie a partir de la notion usuelle de distance d(x,y) entre deux
points a et b, de I'espace R" des points a n dimensions, ou n est un
nombre entier positif,
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E=R"
Tusu = {E, @, tous les ouverts de R"}

2.6) Topologie métrique

Les espaces métriques sont équipés d'une distance, ou métrique,
qui permet de mesurer la distance entre deux points. Les exemples
célebres incluent I'espace euclidien et I'espace des suites conver-
gentes.

2.7) Topologie de la norme

Les espaces de Banach sont des espaces vectoriels normés com-
plets, c’est-a-dire qu’ils sont équipés d’'une norme qui permet de
mesurer la taille des vecteurs et qui satisfait certaines propriétés.
Les exemples célebres incluent I'espace des fonctions continues sur
un intervalle donné et |'espace des suites convergentes.

2.8) Topologie induite par le produit scalaire

Les espaces de Hilbert sont des espaces de Banach qui sont éga-
lement équipés d'un produit scalaire. lls sont importants en phy-
sique théorique et en analyse fonctionnelle.

2.9) Topologie de la convergence uniforme

L'espace des fonctions continues, sur un intervalle ou sur un es-
pace topologique donné, est muni de la topologie naturelle défi-
nie par la convergence uniforme ou par la convergence simple. Cet
espace est important en analyse, en géométrie et en théorie des
équations différentielles.

2.10) Topologie quotient

L'espace quotient est obtenu en identifiant certains points d'un
espace donné. Par exemple, on peut identifier tous les points d'un
cercle qui sont a une distance donnée de son centre, ce qui donne
une sphere.

Il existe bien sUr d'autres exemples de topologies et d'espaces
topologiques, chacun avec ses propres caractéristiques et applica-
tions.
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@X Exemples

1) Topologie discrete

1.1) Topologie discrete restreinte

Soient :
E={a,b,cde}etTy ={E, & {a},{c,d},{a,c d}, {b, cd, e}}.

e T4, constitue une topologie sur E car les trois conditions (C1), (C2)
et (C3] ci-dessus sont vérifiées.

e (E, T4, ) est un espace topologique.

e E est un ensemble doté de la topologieTy;,

e Avec cette topologie, les ouverts de E sont :

E,@,{a},{c,d}, {a,c,d}et{b,c,d e}

1.2) Topologie discrete restreinte

Soient :
E={a,b,cde}etTy ={E, @ {a}, {c,d},{a,cd}, {b,cd}}.

e ICi, T4ir ne constitue pas une topologie sur E car les trois conditions
(C1), (C2) et (C3] ci-dessus ne sont pas vérifiées.

e Par exemple, {a,c,d}u{b,c,d} = {a,b,c,d} n"appartient pas a T
e Donc ici, (E, Tgi) n'est pas un espace topologique.et E est un en-
semble non doté d'une topologie.

1.3) Topologie discrete

Soient :
E={a,b,c} et Ty, = P(E) ensemble de toutes les parties de E.

o Tas = {E, @, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a,c}, {b,c}}.

e T4is constitue une topologie sur E car les trois conditions (C1), (C2)
et (C3] ci-dessus sont vérifiées.

e (E, T4is st un espace topologique (appelé espace topologique dis-
cret)

e E est un ensemble doté de la topologie Tgs.

e Avec cette topologie, les ouverts de E sont :

E,=,{a},{b}, {c}, {a, b}, {a c}et{b,c}
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Voici une topologie
discrete (E, Tais)

1.4) Topologie grossiere

Soient :
E={a,b,c.de} etTy, ={E a}.

» T4ro CONstitue une topologie sur E car les trois conditions (C1), (C2)
et (C3] ci-dessus sont vérifiées.

e (E, Tgro) est un espace topologique (appelé espace topologique
grossier)

e E est un ensemble doté de la topologie Ty,.

2) Topologie usuelle

2.1) Topologie usuelle sur R

Soient :
R =] - 0o, +oc[ et Tusu = {R, @, tous les ouverts de R}

e Tys, cOnstitue une topologie sur it car les trois conditions (C1), (C2)
et (C3] ci-dessus sont vérifiées.

e (R, Tys) est un espace topologique (appelé espace topologique
usuel ou euclidien)

e R est un ensemble doté de la topologie Tysu

L'ensemble R correspond a |I'ensemble des points d'une droite.
Il est naturellement muni de la topologie usuelle de la droite réelle
dans laquelle les ouverts sont définis de la maniere suivante :

Un sous-ensemble U de R est dit ouvert si, pour tout x apparte-
nant a U, il existe un nombre ¢ > 0 tel que l'intervalle (x — ¢, x + ¢)
soit inclus dans U.

Dit autrement,
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UC Restunouvertde R < vxc U, d=>0telque(x—=z,x+:=)C U

Un sous-ensemble F de R est fermé si son complémentaire R-F
est ouvert.

@ Ouvert UdeR fermé de R
| i X l- |
00 = = = e fenf——— A -+
P
X-€ X+E

2.2) Topologie usuelle sur RxR

Soient :
RXR =] — oo, +o0[ x ] — oo, +o0f
Tusu = {R x R, @, tous les ouverts de R x R}

e T,s, COnstitue une topologie sur R x R car les trois conditions (C1),
(C2) et (C3] ci-dessus sont vérifiées.

o (R xR, Tusu) est un espace topologique (appelé espace topologique
usuel ou euclidien)

e R x R est un ensemble doté de la topologie T.,.

L'ensemble R x R correspond a I'ensemble des points du plan.
Il est naturellement muni de la topologie usuelle du plan réel dans
lequel les ouverts sont définis de la maniere suivante :

UCR xR estouvert si v(x,y) e U, 3r > 0 tel que B/((x,y)) C U
B(lx,y)={(@a,b)eRxR:\/(a-x)2+(b-y)2<r}
B:((x,y)) : "boule" ouverte de rayon r centrée en (x,y).

Un ouvert U de U C R x R peut également étre décrit avec la
syntaxe suivante : U =]a, b x]c, d[ est un carré ouvert de R x R

3) Topologie de la convergence uniforme

Considérons I'ensemble E=C(X) des fonctions continues sur un
intervalle ouvert X de R.

On peut munir C(X) d’'une topologie T.,, c'est-a-dire d'un en-
semble Teun qui permet de définir les notions d'ouverts et donc de
fermés, de limite et de convergence dans C(X) pour cette topologie.
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o (C(X), Teun) est I'espace topologique des fonctions continues sur
I'intervalle X de

e T.n est la topologie sur C(X) appelée topologie de la conver-
gence uniforme

La topologie T, est définie en prenant comme ouverts les "in-
tervalles" de la forme B(f,:z) avec:

- f : fonction de C(X)
- = > 0 : réel positif
- B(f, 2)) : ensemble des fonctions g de C(X) telles que ||f — g| < =.

La topologie T.u, sur C(X) est appelée la topologie de la conver-
gence uniforme car elle est définie en termes de notion de conver-
gence uniforme des fonctions. Plus précisement, une suite de fonc-
tions {f,} dans C(X) converge uniformément vers une fonction f si
la distance uniforme ||f, — f|| tend vers 0 quand n tend vers l'infini.

La distance uniforme entre deux fonctions f et g est définie par :
If — gl = sup{|f(x) — g(x) | x € X}

Un exemple d'espace topologique (C(X), Tcun) est I'espace des
fonctions f,(x) = x" avec n > 1 continues sur l'intervalle X=]0,1],
muni de la topologie de la convergence uniforme.

1

x"converge
uniformément
C (10,1[) = { fn(X)= X" | n>0} | vers 0 sur]o,1[
| quand n tend
vers f'inﬁnfD
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OF Questions-réponses

1) Norme infinie

e En mathématiques, en topologie, Qu'est ce que la norme infinie ?

En topologie, la norme infinie (aussi appelée norme de la conver-
gence uniforme) est une norme utilisée sur les espaces de fonctions
continues. Elle mesure la distance maximale entre une fonction et
sa limite. Plus précisément, soit f une fonction continue définie sur
un intervalle | de R, la norme infinie de f est définie comme suit :
IFll.c = SUPye [F(x)]

Cela signifie que la norme infinie de f est égale a la plus grande
valeur absolue prise par f(x) sur I'intervalle I.

Quand on considere un espace de fonctions continues, la norme
infinie est utilisée pour définir la topologie de la convergence uni-
forme. Deux fonctions f et g sont dites proches (au sens de la conver-
gence uniforme) si leur distance (au sens de la norme infinie) est
petite. Formellement, cela signifie que pour tout ¢ > 0, il existe un
entier N tel que si n = N, alors ||f, — f||. <.

La norme infinie permet également de mesurer la distance entre
deux fonctions continues sur un intervalle donné. Si f et g sont deux
fonctions continues définies sur I'intervalle [a,b], leur distance ||f —
g||oc est définie comme la plus grande différence entre les valeurs
de f et de g sur l'intervalle, c’est-a-dire :

”f - g”x = supxc—_[a,b] |f[X} - Q[XH

La norme infinie est utile dans |'étude des séries de fonctions,
notamment pour établir des critéeres de convergence.

2) Ensemble [0,1]

e En mathématiques, le sous ensemble [0,1] de R peut-il constituer
un espace topologique?

Le sous-ensemble E=[0,1] de R avec la topologie induite par la
métrique usuelle de R (c'est-a-dire la distance euclidienne) n'est
pas un espace topologique.
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En effet, E=[0,1] n'est pas un ouvert de R car il n"existe pas de
voisinage ouvert de 0 ou de 1 inclus dans [0,1]. L'ensemble E=[0,1]
est un fermé de R.

Donc si I'on munit E=[0,1] de la topologie induite par R, cela ne
peut pas constituer un espace topologique, car un espace topolo-
gique doit inclure a la fois 'ensemble vide et I'ensemble tout entier,
qui doivent étre tous les deux des ouverts.

Cependant, on peut toujours munir E= [0,1] d'une topologie, dif-
férente de celle induite par R, qui pourrait ainsi faire de E=[0,1] un
espace topologique. Il suffit d'inclure seulement I'ensemble vide et
I'ensemble [0,1] tout entier comme ouverts.

Tgn:r = {[0- 1], a}

Une telle topologie, appelée la "topologie grossiere" sur [0,1] est
la topologie la plus grossiere (la moins fine) qui fasse du couple (E, T)
un espace topologique.

3) Topologie euclidienne

e Les termes "topologie usuelle de R" et "topologie euclidienne de
R" sont ils équivalents ?

QOui, les termes "topologie usuelle de R" et "topologie euclidienne
de R" sont équivalents. lls désignent tous deux |la topologie induite
sur B par la métriqgue euclidienne standard, qui est donnée par la
distance entre deux points x et x de R :

dix,y) =[x —y|

La topologie usuelle (ou euclidienne) de R est alors définie a par-
tir de cette métrique, en définissant les ensembles ouverts comme
ceux qui contiennent un voisinage ouvert de chaque point.

4) Distance uniforme

e La distance uniforme et la norme infinie sont elles la méme chose ?

Oui, la distance uniforme et la norme infinie sont équivalentes.
La norme infinie, d'une fonction f définie sur un ensemble X, est
définie comme suit :
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Ifl|« = sup|f(x)|: x € X

La norme infinie mesure la plus grande valeur absolue de f sur X.
La distance uniforme entre deux fonctions f et g est définie comme
suit :

duniforme(f, @) = ”f — g~ = 5UP|f[X} - Q[XH rXxe X

On peut donc voir que la distance uniforme est simplement la
norme infinie de la différence entre deux fonctions fet g. C'est pour-
quoi ces deux notions sont souvent utilisées de maniere interchan-
geable dans le contexte de I'espace des fonctions continues.

5) Espace topologique sépare

e Qu’est ce qu’un espace topologique séparé?

Un espace topologique séparé, également appelé un espace de
Hausdorff, est un typed’'espace topologique dans lequel deux points
distincts peuvent étre séparés par des ouverts disjoints. Autrement
dit, pour tout couple de points distincts x et y de I'espace topolo-
gique, il existe deux ouverts disjoints U et V tels que x appartient a
U et y appartient a V.

Formellement, un espace topologique (E,T) est dit séparé si pour
tout couple de points distincts x et y de E, il existe des ouverts O(x)
et O(y) contenant x et y respectivement et tels que O(x) N O(y) =2.

Cette propriété de séparation est importante car elle permet de
définir des notions telles que la continuité et la convergence de ma-
niere précise et cohérente. En particulier, dans un espace topolo-
gique séparé, deux suites convergentes ont des limites distinctes si
et seulement si ces suites sont elles-mémes sont distinctes.

De nombreux espaces topologiques couramment étudiés, tels
que les espaces métriques (par exemple, I'espace euclidien), sont
séparés, mais il existe également des espaces topologiques non sé-
parés, tels que |I'espace quotient de la droite réelle par la relation
d'équivalence qui identifie tous les points rationnels.
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6) Base topologique

e Qu’est ce qu’une base topologique B, pour un espace topologique
E muni d’'une topologie T?

Soient (E,T) un espace topologique, et soit B contenu dans T une
famille de parties ouvertes de E. On appelle B "base de la topologie
T de E" si tout ouvert de E est réunion d'eléments de B.

Une base topologique B, pour un espace topologique E muni
d'une topologie T, est une collection de sous-ensembles de E tels
que :

- Chague élément de B est un ouvert de E.
- Tout ouvert de E peut étre écrit comme une union quelconque
d'éléments de B.

En d'autres termes, une base topologique est une collection d’ou-
verts qui permet de générer I'ensemble des ouverts de la topologie
T en prenant des unions guelconques d’'éléments de cette collec-
tion.

L'utilisation d'une base topologique permet souvent de simpli-
fier les preuves et les démonstrations en offrant une approche plus
élémentaire pour caractériser les ouverts d'un espace topologique.
Cela permet également de décrire plus facilement les propriétés
des espaces topologiques et de les comparer les uns aux autres.
Par exemple, deux espaces topologiques avec la méme base topo-
logique ont des propriétés topologiques similaires.




Chapitre 2

Parties d’'un espace topologique

» Ce qu’il faut savoir

1 - Ouvert, Fermeé

2 - Intérieur, Extérieur

3 - Frontiere, Adhérence
4 - Voisinage, Point limite

» Exemples
» Questions-réponses




20 2 - Parties d'un espace topologique

@ Ce qu’il faut savoir

1) Ouvert, Fermé

1.1) Ouvert

Soit E un ensemble. Soit T une famille contenant E, @ et cer-
taines parties de E, définissant une topologie particuliere sur
E. Les éléments de T constituent les ouverts de E pour cette
topologie.

Dans un espace topologique (E,T), les ouverts de E sont les élé-
ments de T, pour la topologie utilisée.

Certaines parties de E qui ne sont pas dans T peuvent étre fer-
mees, ou ni ouvertes ni fermées.

Dans un espace topologique (E,T), un sous-ensemble quelconque
A de E est dit ouvert s’il fait partie de T. Dans ce cas, pour chaque
point x de A, il existe un sous-ensemble contenant x, faisant partie
de T et contenu dans A.

Dans un espace topologique (E,T) :
1. L'ensemble vide et E sont des ouverts:
2. L'intersection de tout nombre fini d'ouverts est un ouvert:

3. L'union de tout nombre quelconque d’ouverts (fini, infini dé-
nombrable ou infini non dénombrable) est un ouvert.

Les ouverts sont les éléments fondamentaux de la topologie, car
iIs permettent de définir toutes les notions topologiques, telles que
la continuité, la convergence, la connexité, la compacité, etc. Par
exemple, une fonction entre deux espaces topologiques est conti-
nue si et seulement si I'image inverse de tout ouvert est un ouvert.

Les ouverts sont souvent représentés par des dessins, tels que
des cercles ou des rectangles, pour aider a visualiser les propriétés
topologiques d’'un espace.

La notion d'ouvert est étroitement liée a celle de fermé, qui est
le complémentaire d'un ouvert. En effet, un sous-ensemble F d'un
espace topologique (E,T) est fermé si et seulement si son complé-
mentaire Cg(F) est un ouvert.
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Voici quelques exemples d'ouverts :

1. Dans I'espace euclidien de dimension 1, un intervalle ouvert
est un ouvert. Par exemple, l'intervalle ouvert ]0,1[ est un ou-
vert de la droite réelle.

2. Dans l'espace euclidien de dimension n, un domaine est un
ouvert. Par exemple, le plan xy est un ouvert de I'espace tridi-
mensionnel.

3. Dans I'espace euclidien de dimension n, une boule ouverte est
un ouvert. Par exemple, la boule ouverte de rayon 1 centrée
en |'origine est un ouvert de I'espace tridimensionnel.

4. Dans un espace topologique discret, chaque singleton est un
ouvert.

5. Dans un espace topologique trivial, l'unique point est un ou-
vert.

6. Dans un espace topologique produit, le produit d'ouverts est
un ouvert. Par exemple, le produit de deux intervalles ouverts
est un ouvert du plan.

7. Dans un espace topologique quotient, I'image d'un ouvert par
la projection est un ouvert.,

Ces exemples illustrent la variété des ouverts en topologie, et
montrent que chaque espace topologique a sa propre collection
d’'ouverts qui peuvent étre étudiés.

Les éléments d'un espace topologique E sont appelés "points". La
collection des ouverts définit la fagon dont ces points sont "proches”
les uns des autres.

Par exemple, si deux points x et y sont dans le méme ouvert
O; d'un espace topologique E, ils sont considérés comme "proches"
I'un de I'autre. Une fonction entre deux espaces topologiques est
dite continue si elle préserve la topologie, c'est-a-dire si I'image in-
verse de tout ouvert est un ouvert.

1.2) Fermé

Dans un espace topologique (E,T), un sous-ensemble A de E est
dit fermé si le complémentaire de A dans E, noté (g(A), est un
ouvert.
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Dans un espace topologique (E,T), soit F I'ensemble des parties
fermeées de E. Les propriétés suivantes découlent de celles des ou-
verts, par passage au complémentaire :

(1) E et @ appartiennent a F;
(2) Une intersection finie de fermés appartient a F;

(3) Une réunion quelconque (finie, infinie dénombrable ou infinie
non dénombrable) de fermés appartient F.

Ona:
(1):EcFetaeF
(2): (FY, CF =ik FieF
(3): (F)ig € F= Ui FieF

Un ensemble est fermé s’il contient tous ses points limites (ou fron-
tiere). Par exemple, dans |'espace euclidien a deux dimensions, le
disque fermé de rayon 1 centré en |'origine est un ensemble fermé.

En effet, tout point a I'extérieur du disque présente une distance
strictement supérieure a 1, par rapport a I'origine, et donc ne peut
pas étre un point limite du disque.

De plus, tout point sur la frontiere du disque est un point limite
du disque car pour tout rayon epsilon strictement positif, il existe
un point du disque a une distance inférieure a epsilon de ce point.

Disque (Ferme)
|/Frr:mti{ere du disque

I8 'Ilntérjeur
du disque | Extérieur du disque
(Ouvert) (Ouvert)

Les fermés sont importants en topologie car ils permettent de
caractériser les ouverts, qui sont I'objet central de I'étude de la to-
pologie. En effet, un ensemble est ouvert si et seulement si son
complémentaire est fermé.

De plus, I'étude des fermés permet de définir des notions impor-
tantes telles que la compacité, qui est une propriété topologique
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clé qui caractérise la capacité d’'un espace a étre recouvert par un
nombre fini d'ouverts.

1.3) Ouvert et Ferme

Généralement un ouvert n'est pas également un fermé, mais
cela peut néanmoins se produire dans certains cas.

Par exemple :

e Soient E={v,w,x,y,z} et Tdir={E, @, {v}, {x.,y}, {v.x.,y}, {w,x,y,z}}
- Tdir forme une topologie sur E

- (E,Tdir) est un espace topologique

- Les ouverts de Esont : E, @, {v}, {x,y}, {v.x,y} et {w,x,y,z}

- Les fermés de Esont : E, @, {w,x,y,z}, {v,w,z}, {w,z} et {v}

- {w,x,y,z} est a la fois un ouvert et un fermé

- {v,w} n'est ni ouvert ni fermé

Les exemples d'ouverts et de fermés dépendent de I'ensemble
E et de la topologie T considérée.

Avec la topologie T usuelle (ou topologie euclidienne) sur R un
ouvert est défini par tout intervalle ouvert Ja, b[ (ou a et b sont
des nombres réels avec a<b), ainsi que par les unions arbitraires
d'intervalles ouverts.

Les fermés de cette topologie sont les complémentaires des ou-
verts, c'est-a-dire les parties de E qui contiennent tous leurs points
limites.

Les exemples d'ouverts et de fermés dans cette topologie sont
les suivants :

e Les intervalles ouverts ]a, b[ sont des ouverts de E.
e Les intervalles fermés [a, b] sont des fermés de RE.
e £ et 'ensemble vide sont a la fois des ouverts et des fermés

Il est a noter que certains sous-ensembles de R sont ni ouverts ni
fermés :

e Les demi-intervalles ouverts ]a, b] et [a, b[ ne sont ni des ouverts
ni des fermés de E.

e L'ensemble des nombres rationnels est ni ouvert ni fermé dans
.

e L’'ensemble des nombres irrationnels (comme 2 ou v3) est ni
ouvert ni fermé dans E.
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En plus de la topologie T usuelle (topologie euclidienne) sur R, il
existe d'autres topologies T sur divers ensembles E , telles que la
topologie discrete T (dans laquelle tous les sous-ensembles de T
sont ouverts) et la topologie grossiere (dans laquelle seuls E et I'en-
semble vide sont ouverts).

Dans ces topologies, les exemples d’ouverts et de fermés sont
difféerents de ceux de la topologie usuelle.

2) Intérieur, Extérieur

2.1) Intérieur

Dans un espace topologique (E,T), lI'intérieur d’'un sous en-
semble A de E est la réunion de tous les ouverts de E contenus
dans A. L'intérieur de A est donc le plus grand ouvert contenu
dans A.

L'intérieur d’'un sous-ensemble A de E est noté Int(A) ou A et est
également appelé "ouverture" de A. L'intérieur d'un sous-ensemble
A de E une partie ouverte de E.

@ E A

Int(A)

L'intérieur d’'un sous ensemble A d'un espace topologique E, est
I'’ensemble des points de A autour desquels on peut trouver un petit
ouvert de E qui est entierement contenu dans A.

Int(A) = {x € E | il existe un ouvert U de Etel que x e Uet U C A}

Un point x de E est un point intérieur d'un sous-ensemble A de E
si et seulement si A est un voisinage de x.
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2.2) Extérieur

Dans un espace topologique (E,T), I'extérieur d’'un sous en-
semble A de E est l'intérieur de son complémentaire. L'exté-
rieur de A est le plus grand ouvert de E qui soit disjoint de A.

L'extérieur d'un sous-ensemble A de E est noté Ext(A).

Tout comme l'intérieur de A, I'extérieur de A est une partie ou-
verte de E.

4

A

Ext(A)

o .

L'extérieur d’'un sous-ensemble A d'un espace topologique E est
I'’ensemble des points de E qui ne sont pas dans A mais qui sont
dans un ouvert qui contient A. Autrement dit, c'est I'ensemble des
points de E qui ne sont pas "touchés" par A.

Ext(A) = {x € E| 3unouvert U de E tel que x € U et U C (A}

Un point x de E est un point extérieur a sous-ensemble A de E s'il
appartient a I'intérieur du complémentaire de A dans E.

On a : Ext(A)= Int(CEA)

3) Frontiere, Adhérence

3.1) Frontiere

La frontiere Fr(A) d'un sous ensemble A de E est I'ensemble des
points de A qui n"appartiennent ni a lI'intérieur ni a I'extérieur
de A.

La frontiere de A est une partie fermée car son complémentaire
est une partie ouverte (réunion de l'intérieur et de I'extérieur de A).
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- e
/

Fr(A)
\_ A

Un point a de E appartient a la frontiere Fr(A) d'un sous-ensemble
A de E si et seulement si tout voisinage de a contient des points de
A et des points de son complémentaire CgA.

L'intérieur, 'extérieur, et la frontiere de A sont disjoints et ont
pour réunion E.

On a:
e INt(A) N Fr(A)= @
e Ext(A) N Fr(A)= =@
o INt(A) N Ext(A)= @
e Int(A) U Ext(A) U Fr(A) = E

3.2) Adhérence

L'adhérence d'un sous ensemble A d’'un espace topologique
(E,T), notée Adh(A) ou A est I'intersection de toutes les parties
fermées de E qui contiennent A,

L'adhérence de A est une partie fermée.

Adh(A)

L'adhérence d'un sous-ensemble A de E est également appelée "fer-
meture" de A. Un point qui appartient a Adh(A) est dit point "adhé-
rent" a A.
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On a:
e Fr(A) = Adh(A) N Adh(CgA)
e Fr(A) = Adh(A) N Cgint(A)
e Fr(A) = Adh(A)-Int(A)

@ E <— Extérieur de A (ouvert)
Intérieur de A (ouvert)
Frontiere de A (fermeé)

Adhérence :
(Fern'heturelidE A (ferme)

4) Voisinage, Point limite

4.1) Voisinage

Dans un espace topologique (E,T), toute partie de E contenant
au moins un ouvert, contenant lui-méme un point x de E, est
appelée voisinage V(x) de ce point x.

On dit gu'une partie V(x) de E est un voisinage de x s'il existe un
ouvert Uy de E vérifiant x € Uy C V(x)

V(x) est un voisinage de x & {3 U, €T | x € Uy C V(x)}
L'ensemble des voisinages d'un point x est noté V(x).

4.2) Point limite

Soit un espace topologique (E,T). Un point x appartenant a E est
un point limite (ou point d'accumulation ou point d’adhérence)
d’un sous ensemble A quelconque de E si tout ouvert contenant
X, contient également un point de A différent de x.

En particulier, un point limite d'un sous-ensemble A d'un espace
topologique (R",T) est un point x tel que toute petite boule autour
de x contient au moins un élement de A difféerent de x lui-méme.

Dans I'espace euclidien R, un point x est un point d’accumulation
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de A si et seulement si il existe une suite (x,) d'éléments de A qui
converge vers X, c'est-a-dire telle que la distance entre x,, et x tende
vers zéro lorsque n tend vers |'infini.

Un point d’accumulation de A peut ou non appartenir a A. Si un
point d'accumulation de A appartient a A, on I'appelle point adhé-
rent ou point de fermeture de A.

@X Exemples

1) Topologie discrete

1.1) Parties

Soient :

E ={a,b,c} et Tys = P(E) ensemble de toutes les parties de E
Tais = {E, @,{a},{b}, {c},{a, b}, {a,c}, {b, c}}

A={a}

Avec cette topologie :

e Les ouverts de E sont: E, &, {a}, {b}, {c},{a,b}, {a,c} et {b,c}
e Les fermés de E sont: &,E, {b,c}, {a,c}, {a, b}, {c},{b} et {a}
e L'intérieur de A est {a}

e L'extérieur de A est {b, c}

e La frontiere de A est @

e L'adhérence de A est {a}

e Un voisinage de A est {a}

Dans un espace topologique discret (ensemble doté d'une topo-
logie discrete), tous les sous-ensembles de E sont a la fois ouverts
et fermés. En effet, dans cette topologie, T est constitué de toutes
les parties de E.

1.2) Adhérence

Dans un espace topologique discret E, I'adhérence d'un sous en-
semble de E est égale au sous-ensemble lui-méme.
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2) Topologie discrete restreinte

Soient :
E={a,b,c,d e} etTy ={E = {a}, {c.d}.{a,c d}, {b,cd,e}}.
A={a}

Avec cette topologie :

e Les ouverts de E sont: E, @, {a}, {c,d},{a,c,d} et {b,c,d, e}
e Les fermés de E sont: @,E, {b,c,d, e}, {a,b,e},{b,e} et {a}
e L'intérieur de A est {a}

e L'extérieur de A est {b,c,d, e}

e La frontiere de A est @

e L'adhérence de A est {a}

e Un voisinage de A est {a}

Soit le sous-ensemble G = {a,b,c} de E
Le point b est un point limite de G. En effet, tous les ouverts conte-
nant b, a savoir E et {b,c,d,e} contiennent un point de G différent
de b.

Dans un espace topologique discret restreint (E, T), certains sous-
ensembles de E peuvent ne pas étre ouverts ou fermés. En effet,
dans cette topologie, T n'est pas constitué de toutes les parties de
E. Par exemple, le sous-ensemble {a,b}, dans I'exemple ci-dessus
n'est ni ouvert ni fermeé.

L'adhérence d'un sous ensemble A, dans un espace topologique
discret restreint(E, T,; ) est égale a l'intersection de tous les sous-
ensembles fermés F; de F qui contiennent A
L'adhérence de {b} estdonc Ern {b, e} n {a.b,e}n{b,c,d,e}={b, e}
L'adhérence de {a,c} est E
L'adhérence de {b,d} est donc En {b,c,d,e}={b,c,d e}

3) Topologie usuelle sur R

3.1) Parties

Soient :
R =]— oo, +oc[ et Tysy = {R, @, tous les ouverts de R}

Avec cette topologie :
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e L'intérieur d’'un ouvert ]a,b[ est ]a,b[

e L'extérieur d’'un ouvert ]Ja,b[ est] — oc,a] U[b, +o¢]
e La frontiere de [a,b] est {{a}.{b}}

e L'adhérence de ]a,b[ est [a,b]

e Le plus grand voisinage de x €]a, b[ est [a,b]

Dans R, si A est I'ensemble {1/n | n € N}, alors zéro est un point
limite de A.

Dans I'espace euclidien E”, I'ensemble vide @ et R"” lui-méme
sont des exemples d’ensembles qui sont a la fois fermés et ouverts.

Un intervalle ouvert ]Ja, b[ dans R est un exemple d’ensemble ou-
vert, tandis que son complémentaire R—]a, b[ est un exemple d'en-
semble fermé.

Il est possible d’'avoir des ensembles qui sont a la fois ouverts et
fermés (comme R" et I'ensemble vide), ainsi que des ensembles qui
ne sont ni ouverts ni fermés (comme l'intervalle semi-ouvert Ja, b]
dans R).

On a

e Vx € R, Adh({x}) = {x}
o vX,y € R, Adh([x,y]) = Adh([x,y[) = Adh(]x,y]) = Adh(]x, y[)

3.2) Adhérence

Dans R, I'adhérence d’un intervalle ouvert ou semi ouvert est
I'intervalle fermé correspondant :

Un point x de R est adhérent a une partie A de R si et seulement si
tout voisinage de x c’est a dire tout ouvert contenant x rencontre A.

vr=0,Ix-r,x+r[NA#o
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3.3) Sous-ensemble Q

Le sous-ensemble ) de R représente |'ensemble des nombres
rationnels (c'est a dire les nombre qui peuvent s’écrire sous forme
d'une fraction).

Q={ab|acZ bez-{0}}

Dans I'espace topologique euclidien (R, Tys,) :

e l'adhérence de |I'ensemble de tous les nombres rationnels est
I'ensemble de tous les nombres réels.

e |'adhérence de I'ensemble de tous les nombres irrationnels est
I'ensemble de tous les nombres réels.

e |'adhérence de I'ensemble de tous les nombres réels est I'en-
semble de tous les nombres réels.

On a

o INL(Q) U EXHQ) U Fr(Q) =R
o INt(Q)=2, Ext(Q)=Cr(Q) et Fr(Q)=0Q
e Adh(Q) = Adh(R — Q) = R, Adh(N) = N, et Adh(Z) = Z

O, Questions-réponses

1) Complémentaire d’un ensemble

e Le complémentaire d’'un ensemble A entierement inclus dans un
ensemble E peut s’écrire : E\A ou [g(A) ou A“.
Mais que représente la notation E-A?

Si A est inclus dans E, alors les expressions E\A et E-A sont équi-
valentes. En revanche, si An’est pas inclus dans E, alors I'expression
EVA n'a pas de sens.

E-A estégal 8 CEA .-~
uniquement si A
est contenu dans E

CEAUA=E

CeA=E-A *= E-A
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2) Ensemble Q

e Est-il exact que I'ensemble () des nombres rationnels est ni ouvert
ni fermé dans R 7

Qui, c'est exact. L'ensemble Q des nombres rationnels n’'est ni
ouvert ni fermé dans R, I'ensemble des nombres réels.

Pour montrer que () n'est pas ouvert dans R, on peut conside-
rer un nombre rationnel g dans ) et un rayon r positif. Il est tou-
jours possible de trouver un nombre irrationnel a dans l'intervalle
(g-r, g+r), car il y a une infinité de nombres irrationnels dans E. Par
conséquent, il n'y a pas de boule ouverte autour de g qui soit en-
tierement contenue dans Q, ce qui montre que Q) n'est pas ouvert
dans R.

Pour montrer que  n'est pas fermé dans R, il suffit de trouver
une suite convergente de nombres rationnels dont la limite n'ap-
partient pas a . Un exemple de suite de ce type est la suite (a,)
définie para, = (1 + %}”. qui converge vers le nombre réel e, qui est
irrationnel.

3) Intervalles ]a, b] et [a, b|[

e Pourquoi les demi-intervalles ouverts ]a, b] et [a, b[ de R ne sont
ni ouverts ni fermés?

e ]a, b] n'est pas un ouvert, car il n'existe pas de voisinage de b
inclus dans ]a, b]. En effet, tout voisinage de b doit contenir
des points strictement plus grands que b, ce qui empéche ]a,
b] d’étre un ouvert.

e ]a, b] n"est pas non plus un fermé, car il contient des points limites
qui ne lui appartiennent pas. En particulier, le point a est un
point limite de ]a, b] qui n"appartient pas a cet intervalle.

e [a, b[ n'est pas un ouvert, car il n'existe pas de voisinage de a
inclus dans [a, b[. En effet, tout voisinage de a doit contenir des
points strictement inférieurs a a, ce qui empéche [a, b[ d'étre
un ouvert.

e [a, b[ n"est pas non plus un fermé, car il contient des points limites
qui ne lui appartiennent pas. En particulier, le point b est un
point limite de [a, b[ qui n"appartient pas a cet intervalle.
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4) Compléementaire de ]a,b[ dans R

o Le complémentaire de Ja,b[ dans R est-il ouvert ou fermé??

Le complémentaire de l'intervalle ouvert ]a,b[ dans I'espace to-
pologique des nombres réels i est I'union des deux intervalles fer-
meés suivants : ]-oc, a] et [b, +oal.

L'intervalle fermé ]-oc, a] est fermé dans R car il contient toutes
ses limites inférieures.

De méme, l'intervalle fermé [b, +oc[ est également fermé dans
Ik car il contient toutes ses limites supérieures.

Ainsi, le complémentaire de ]a,b[ dans R est I'union de deux en-
sembles fermeés, ce qui signifie qu'il est lui-méme fermé dans E.

5) Frontiere et adhérence

e En mathématiques, dans un espace topologique, quelle est la dif-
férence entre frontiere et adhérence?

En mathématiques, frontiere et adhérence sont deux concepts
importants en topologie, qui sont liés mais distincts.

L'adhérence d'un sous-ensemble A quelconque d'un espace to-
pologique (E, T) est définie comme l'intersection de tous les fer-
mes (de la topologie T) qui contiennent A. On note habituellement
I'adhérence de A par A. L'adhérence d'un sous-ensemble (ouvert ou
fermé) A est 'union de A et de sa frontiere.

A=AUOJIA

La frontiere d’'un sous-ensemble A d'un espace topologique (E,T),
notée dA, est définie comme I'ensemble des points de E qui sont a la
fois dans I'adhérence de A et dans I'adhérence du complémentaire
de A

JA=ANX —A
La frontiere représente les points qui sont a la frontiere entre

I'’ensemble et son complémentaire, tandis que I'adhérence est I'en-
semble complet des points qui sont "proches" de I'ensemble.
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Par exemple : Si X est I'espace topologique R avec la topologie
standard et A est l'intervalle ouvert ]0,1[, alors I'adhérence de A
est I'intervalle fermé [0,1] et la frontiere de A correspond aux deux
points {0} et {1}.

A=AU0A=10,1[u {0} U {1} =[0,1]
JA=ANR—-A=[0,11N]-0o,0]U[l, +x[= {{0},{1}}

6) Espace euclidien

e Qu’est ce qu’un espace euclidien ?

Un espace euclidien est un espace vectoriel muni d'une structure
géometrique particuliere appelée produit scalaire, qui permet de
mesurer les angles et les distances entre les vecteurs de cet espace.

Plus précisément, un espace euclidien est un espace vectoriel
réel E muni d'une application bilinéaire symétrique et définie posi-
tive, appelée produit scalaire et notée <.,.>, qui a chaque paire de
vecteurs X, y € E associe un réel <x, y> satisfaisant les propriétés
suivantes :

o <X, y> = <y, x> pour tous les x, y € E (symétrie)
e <X, X> > 0 pour tout vecteur x # 0 de E (défini positif)
e <X, y> = 0 si et seulement si x et y sont perpendiculaires

et, pour tous les X, y, z € E et tous les scalairesa € i :

o <X+Y, 2> = <X, 2> + <Yy, Z>
e <ax, y> = a<x, y>

L'application norme ||.|| définie par ||x|| = v( < x, x =) ¥ x € E est
alors une norme sur E, appelée norme euclidienne, qui permet de
mesurer les distances entre les vecteurs de E.

Les espaces euclidiens sont donc des espaces vectoriels munis
d'une structure géométrique tres utile pour la géométrie, I'algebre
linéaire, I"'analyse fonctionnelle et de nombreuses autres branches
des mathématiques et des sciences.
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7) Etude d’un sous ensemble

e Quelle méthode pourrait-on utiliser pour étudier un sous-ensemble
A de E, dans le cas d’un espace topologique (E,T)?

La méthode suivante peut étre utilisée pour déterminer, I'inté-
rieur, I'extérieur, I'adhérence et la frontiere d'un sous-ensemble A
d'un espace E doté d'une topologie T.

Pour illustrer I'utilisation de cette méthode, on utilise ici :

Cas a) Une topologie discrete restreinte

E= {a,b,cde } etT={E, @, {a}.{c, d}, {a.c.d}, {b,c,d,e}}
Avec A={b,c,d}, B={b} et C={a,c}

Cas b) Une topologie usuelle

E=R et T={R, @, tous les ouverts de R}
Avec A=[a,b], B=]a,b[ et C=[a,b]

1) On commence par vérifier qu'on étudie bien I'adhérence et la
frontiere d'un sous ensemble A d’'un espace topologique E et non
pas I'adhérence et la frontiere d’un espace topologique E tout entier.

2) On identifie bien tous les ouverts de E

Dans le cas a), les ouverts sont :
E, @, {a},{c, d}, {a,c,d} et {b,c,d,e}

Dans le cas b), les ouverts sont :
R, @ , tous les intervalles ]a,b[ de R ainsi que les unions et intersec-
tions de ces intervalles.

3) On identifie tous les fermés de E (c'est a dire les complémen-
taires des ouverts de E)

Dans le cas a), les fermés sont :
E, @, {b,cd,e}, {a,be}, {be} et {a}

Dans le cas b), les fermés sont :
R, @, tous les intervalles [a,b] de R ainsi que les unions et intersec-
tions de ces intervalles.

4) On identifie I'intérieur des sous-ensembles A, B et C; c'est le
plus grand ouvert qui est contenu dans chacun d’'eux.

Dans le cas a), les plus grands ouverts contenus dans A,B et C sont
respectivement :
{c,d}, @ et {a} donc:
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Int(A)={c,d}, Int(B)=2 et Int(C)={a}
Dans le cas b), les intérieurs de A,B et C sont ]a,b|
Int(A)= Int(B)=Int(C)=]a,b[

5) On identifie 'extérieurde A, B et C; c'est lI'intérieur de leur com-
plémentaire donc le plus grand ouvert contenu dans leur complé-
mentaire.

Dans le cas a), les complémentaires de A,B et C sont :

{a,e}, {a,c,d,e} et {b,d,e}

Le plus grand ouvert contenu dans le complémentaire de A,B et C
est respectivement :

{a}, {a.c,d} et @ donc :

Ext(A)={a}, Ext(B)={a,c,d} et Ext(C)=g

Dans le cas b), Les complémentaires de A,B et C dans E sont respec-
tivement ] —oc,aluUlb, +o<l, ] — o0, al U [b, +c[ et ] — o, al Ub, + o]
donc :

Ext(A)=Ext[B)=Ext[C)=] - oc,a[ U 1b, +x[

6) On identifie la frontiere de A,B et C; c'est I'ensemble des points
qui n"appartiennent ni a I'intérieur, ni a I'extérieur de A, B et C.

Dans le cas a), Fr(A)={b,e}, Fr(B)={b,e} et Fr(C)= {b,c,d,e}..
Dans le cas b), Fr(A)=Fr(B)=Fr(C)= {{a}.{b}}

7) On identifie 'adhérence de A,B et C qui est lI'intersection des
fermés contenant respectivement A, B et C ou l'union de l'intérieur
et de la frontiere de A,B et C

Dans le cas a) :

Les fermés contenant A sont {b,c,d,e} et E donc I'adhérence de A
est {b,c,d,e}

Les fermés contenant B={b} sont E, {b,c,d,e}, {a,b,e} et {b,e}
donc I'adhérence de B est {b,e}

Le seul fermé contenant C={a,c} est E donc I'adhérence de C est E

Dans le cas b), les fermés sont :
R, @, tous les intervalles [a,b] de R ainsi que les unions et intersec-
tions de ces intervalles.

L'adhérence de A, B ou C est donc [a,b].
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@ Ce qu’il faut savoir

1) Séparation

Un espace topologique (E,T) est dit séparé si quels que soient
deux points distincts x et y de E, il existe un voisinage U(x) et
un voisinage V(y) dont I'intersection est I'ensemble vide.

vxetycE JU(x)etV(y)telsqueU(x)nV(iy) =2

En topologie, la séparation (ou la propriété de séparation) est
un concept important qui décrit la maniére dont les points d'un es-
pace topologique peuvent étre séparés les uns des autres a l'aide
de certaines propriétés topologiques.

Plus précisément, deux points dans un espace topologique sont
dits sépareés s’ils peuvent étre entourés par des ensembles ouverts
qui ne contiennent pas |'autre point. Un espace topologique est dit
séparé (ou de Hausdorff) si tous les points distincts de I'espace
peuvent étre séparés de cette maniere.

2) Recouvrement

Soit un espace topologique (E,T) et soit A un sous-ensemble de
E. On appelle recouvrement de A un ensemble de parties de E
tel que tout point de A appartient a I'une de ces parties.

En d’'autres termes, si on prend I'union de toutes les parties B;
de E, faisant le recouvrement, on obtient un ensemble qui contient
A,

{Bj:iel} estun recouvrementde A = AC UB,

Si le nombre de parties qui recouvrent A est fini, ont dit que le
recouvrement est fini. Si chacune des parties de E qui recouvrent A
est ouverte, on dit que le recouvrement est ouvert.
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3) Densité

Dans un espace topologique (E,T), un sous-ensemble A de E est
dit dense dans E si et seulement si I'adhérence de A est égale
a E.

A dense dans E = Adh(A) =E

En topologie, la densité est une propriété d'un sous-ensemble
d'un espace topologique qui indique a quel point ce sous-ensemble
comporte des éléments nombreux et serrés. Plus précisément, un
sous-ensemble A d'un espace topologique E est dit dense dans E si
chaque point de E est adhérent a A, c’est-a-dire que chaque voisi-
nage de chaque point de E contient au moins un point de A.

A est dense dans E

E[-"\
Y

Adh(A)=E

— A
— Adh(A)

Intuitivement, cela signifie que les points de A sont "proches" de
tous les points de E, et que tout point de E peut étre approché arbi-
trairement pres par des points de A.

Par exemple, le sous ensemble J des nombres rationnels est
dense dans I'ensemble R des réels.
Int(Q) = @, Fr(Q) = Q, Adh(Q) = Adh(R - Q) =R

4) Compacite

Un espace topologique E est dit compact s’il est séparé et si
tout recouvrement ouvert (fini ou infini) de E admet au moins
un sous-recouvrement fini par des ouverts.

Pour qu'un espace topologique E soit compact, il ne suffit pas
qu'il existe un recouvrement fini de E; il faut que n'importe quel
recouvrement de E (fini ou infini) contienne un sous recouvrement
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fini de E. C’est pourquoi R =] — oo, +[ n'est pas compact mais un
intervalle ferme [a,b] de R est compact.

Dans un espace topologique (E, Tg) compact, un sous ensemble A
de E est compact si, muni de la topologie T, induite de Tg, il constitue
lui méme un espace topologique compact (E, Ta).

Par exemple, I'espace (R, Tusy) est séparé, mais n'est pas com-
pact. En effet, si par exemple on considere la famille {]-n, +n[ : n
c I }, celle-ci constitue un recouvrement ouvert (infini) de (R qui ne
contient aucun sous-recouvrement fini de E.

Donc I'ensemble (R muni de la topologie euclidienne n’est pas com-
pact.

De méme tout intervalle ]a,b[ de R n'est pas compact car on peut
trouver un exemple de recouvrement infini ouvert de Ja,b[ duquel
on ne sait pas extraire de recouvrement fini de ]a,bl.

En revanche, en utilisant une propriété importante des nombres
réels, a savoir que tout ensemble borné et croissant de nombres
réels a une limite finie, on peut démontrer que tout intervalle fermé
[a,b] de R est compact (le théoreme de Heine-Borel stipule que tout
sous-ensemble borné de R"” est compact si et seulement s'il est
fermé et borné).

E est compact..
K

Separation

5) Connexité

Un espace topologique (E, T) est dit connexe, s'il n'existe pas
de partition de E formée de deux parties ouvertes, disjointes et
non vides de E.

Une partie F d'un ensemble E muni de la topologie Tus, est ap-
pelée partie connexe de E si I'espace topologique F, T muni de la
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topologie T induite de T,s, est connexe.

Avec la topologie euclidienne, I'ensemble E des nombres réels
est connexe. Un intervalle quelconque [a,b], ]a,b[, [a,b[ ou ]a,b] de
R est connexe.

En topologie, la connexité est une propriété qui indique si espace
topologique est constitué d’'un seul morceau ou de plusieurs mor-
ceaux disjoints. Un espace topologique connexe ne peut pas étre
partitionné en deux sous-ensembles non vides disjoints.

9

E connexe E non connexe

Intuitivement, cela signifie qu'il n'y a pas de "trou" dans |'espace
qui le divise en deux parties distinctes. Autrement dit, tout chemin
continu dans lI'espace ne peut pas "sauter" d’'une partie a I'autre
sans passer par un point intermédiaire.

@X Exemples

1) Separation

1.1) Espace topologique discret restreint non sépareé

Un espace topologique (E,Tg;), muni d'une topologie discréte res-
treinte T, peut étre séparé ou non selon la topologie choisie

Considérons I'ensemble E = {a, b, ¢} muni de la topologie T, =
{{a}, {a, b}, E}. Avec cette topologie, les seuls ouverts sont I'en-
semble vide, I'ensemble {a}, I'ensemble {a, b} et I'ensemble E lui-

méme. Cette topologie est bien une topologie discrete restreinte de
E.

Cependant, I'espace topologique (E, T,;,) n'est pas séparé, car les
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points a et b ne peuvent pas étre séparés par des ouverts disjoints
dans la topologie T, .

Donc, I'espace topologique (E,T4;), ou E={a, b, c} et Tg,={{a}.
{a, b}, E}, n'est pas séparé.

1.2) Espace topologique discret restreint séparé

En revanche, considérons I'ensemble E={a, b, ¢} muni de la to-
pologie T ,.={{a}, {b}, {c}, {a,b}, {a,c}, E}. Avec cette topologie,
Tair st une topologie discrete restreinte de E.

L'espace topologique (E,T4i) est séparé.

En effet, pour tout couple de points distincts x, y de E, on peut
trouver deux ouverts disjoints contenant x et y respectivement. Par
exemple, si x=a et y=b (ou vice versa), alors {a} et {b} sont deux
ouverts disjoints de Ty, contenant x et y respectivement. Si x=a et
y=c (ou vice versa), alors {a} et {c} sont deux ouverts disjoints de
T4ir contenant x et y respectivement. Enfin, si x=b et y=c, alors {b}
et {c} sont deux ouverts disjoints de T4 contenant x et y respecti-
vement.

Donc, I'espace topologique (E,T4), ou E={a, b, c} et Tg,={{a}.
{b}, {c}. {a, b}, {a, c}, E}, est séparé.

1.3) Espace topologique discret

Un espace topologique (E,T4is) qui est doté d'une topologie dis-
crete T4,.=P(E) est toujours séparé.

En effet, la topologie discrete est la plus fine possible sur I'en-
semble E, car tout sous-ensemble de E est un ouvert.

Ainsi, pour tout couple de points distincts x, y de E, on peut trou-
ver deux ouverts disjoints contenant x et y respectivement.

En effet, on peut prendre les deux singletons x et y, qui sont des
ouverts dans la topologie discrete, et qui sont clairement disjoints
puisque x et y sont distincts. Par conséquent, tout espace topolo-
gique muni de |la topologie discrete est séparé.

1.3) Espace métrique

Tout espace métrique est séparé et en particulier :
e 'espace R" avec la métrique standard (espace euclidien);
e les espaces vectoriels normeés;
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e les espaces de Banach;
e les espaces de Hilbert.

2) Recouvrement

2.1) Espace topologique discret

Soit I'espace topologique discret E = {a, b, ¢} muni de |la topolo-
gie Tde = P{E}

Les familles suivantes représentent des recouvrements de E.
e recouvrement de E avec E={a,b,c} (recouvrement trivial)

recouvrement avec les singletons : { {a}, {b}, {c} } (recouvre-
ment trivial)

recouvrement avec 2 ouverts : { {a,b}, {c} }

recouvrement avec 3 ouverts : { {a,b}, {a,c}, {b,c} }

recouvrement maximal : { {a}, {b}, {c}, {a.b}, {a,c}, {b,c},
{a,b,c}, @}

2.2) Espace topologique discret restreint

Soit I'espace topologique discret restreint E = {a, b,c} muni de
la topologie Ty = {E, @, {a}, {a,b}}.

E = {a,b,c} est le seul recouvrement possible de E (recouvre-
ment trivial)

2.3) Espace Euclidien
Soit I'espace topologique euclidien usuel R

La famille {]-n, +n[ : n € ¥ } constitue un exemple de recouvre-
ment de R. Dans cet exemple, le recouvrement est constitué d'un
nombre infini d'ouverts.

Les sous-ensembles |-, al et [a, +] forment un recouvrement
de . Dans cet exemple, le recouvrement est constitué de deux fer-
mes.

Soit I'intervalle ouvert A=]0,1[ de R.

La famille F suivante forme un recouvrement de A, constitué d'un
nombre infini d'ouverts :
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3) Densite

3.1) Espace topologique discret restreint

Dans un espace topologique discret restreint E, tous les sous-
ensembles de E ne sont pas des ouverts. Certains sous ensembles
de E peuvent étre denses ou non dans E. Soient :

E={ab,c,d,e}
T4is = {E, @, {a},{a.b},{a,c,d},{a,b,c, d}, {a.b, e}}
A={aletB={c e}

Avec cette topologie :

e Les ouverts de E sont : E, ¢, {a},{a, b}, {a,c,d},{a, b,c,d},{a,b,e}
e Les fermés de E sont: @,E, {b,c,d, e}, {c, d, e}, {b, e}, {e}, {c, d}

Le plus petit fermé contenant {a} est E. Donc I'adhérence de {a} est
égale a E et {a} est dense dans E.

En revanche l'adhérence de B est {c,d,e} non égal a E. Donc B n'est
pas dans dans E.

3.2) Espace euclidien

e L'ensemble des nombres algébriques est dense dans R

Les nombres algébriques sont les solutions d'un polynéme a coef-
ficients entiers. En effet, pour tout nombre réel x, il existe un poly-
nome a coefficients entiers dont x est une solution. On peut alors
trouver une suite de nombres algébriques qui converge vers x.

e L'ensemble ) des nombres rationnels est dense dans E.

¢ L'ensemble des suites de décimales finies est également dense
dans R.

L'ensemble des suites de décimales finies est I'ensemble des
nombres réels qui ont une représentation décimale finie. Pour tout
intervalle Ja,b[ de R, on peut construire une suite de décimales fi-
nies qui appartient a ]a,b[.
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Par exemple, pour I'intervalle ]0,1[, on peut construire la suite de
décimales finies 0.1, 0.01, 0.001, ..., qui converge vers zero.

4) Compaciteé

4.1) Espace topologique discret

Tout espace topologique discret (pas discret restreint) fini est
compact, car chaque élement constitue un ouvert et, de ce fait,
tout recouvrement ouvert admet un sous-recouvrement fini.

Cependant, si I'espace topologique discret est infini, il n'est pas
nécessairement compact.
Par exemple L'ensemble I des entiers naturels avec la topologie
discrete n'est pas compact, car il existe un recouvrement ouvert de
N qui n"a pas de sous-couverture finie.

En effet, on peut considérer le recouvrement ouvert de N donné
par I'ensemble {{n} : n € N}, c’est-a-dire 'ensemble des singletons.

Ce recouvrement couvre tout I. Il n'a pas de sous-couverture
finie, car tout sous-ensemble fini de N ne contient qu’un nombre
fini d'éléments, et donc ne peut couvrir tout M. En conclusion, I'en-
semble N avec la topologie discrete n'est pas compact.

4.2) Espace euclidien

L'espace (R, T,s,) n"est pas compact.
Par exemple, si on considere la famille {]-n, +n[ : n € N }, celle-ci
constitue un recouvrement ouvert (infini) de E qui ne contientaucun
sous-recouvrement fini de E.

De méme tout intervalle A=]a,b[ ou A=]a,b] de R n'est pas com-
pact car on peut trouver un exemple de recouvrement infini ouvert
de A duquel on ne sait pas extraire de recouvrement fini.

Par exemple, In =]1/n, 1] est une suite d'ouverts qui recouvre le
sous-ensemble ]0,1] mais dont on ne peut pas extraire un recou-
vrement fini.

En revanche, en utilisant une propriété importante des nombres
réels, a savoir que tout ensemble borné et croissant de nombres
réels a une limite finie, on peut démontrer que tout intervalle fermé
[a,b] de R est compact (le théoreme de Heine-Borel stipule que tout
sous-ensemble borné de R"” est compact si et seulement s'il est
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fermé et borné).
Par exemple, [0,1] est compact.

5) Connexité

5.1) Espace topologique discret

Un espace topologique discret n'est pas connexe car il peut tou-
jours étre partitionné en deux sous-ensembles ouverts disjoints et
non vides..

Par I'exemple I'espace E={a,b,c} n'est pas connexe. En effet, il
peut étre partitionné par les deux ouverts {a} et {b,c}

5.2) Espace euclidien
[k est connexe. Il ne peut pas étre partitionné en deux ouverts.

L'espace E+ n'est pas connexe car il peut étre partitionné en deux
ouverts : Par exemple : R*= ] — oc, O[ U ]0, 400

Tout intervalle (ouvert, fermé ou semi-ouvert) de B est connexe.
k" est connexe

Toute boule (ouverte, fermée, semi-ouverte) de B" est connexe.

Ol Questions-réponses

1) Espace euclidien, espace métrique

e Quelle est la différence entre un espace euclidien et un espace
meétrique ?

L'espace euclidien est un exemple d'espace métrique, mais il
existe d'autres espaces métriques qui ne sont pas des espaces eu-
clidiens.

Plus précisément, un espace métrique est un ensemble muni
d'une fonction appelée métrique, qui mesure la distance entre deux
points de |'espace. Cette fonction doit satisfaire certaines proprié-
tés, telles que la symétrie, la non-négativité et I'inégalité triangu-
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laire. La métrique permet de définir une notion de convergence, ce
qui permet de parler de limites et de continuité dans I'espace me-
trique.

D'un autre coté, I'espace euclidien est un exemple spécifique
d'espace métrique, qui est défini comme |'espace de tous les points
a ndimensions, muni de la métrique standard définie parla distance
euclidienne. Cette métrique mesure la distance entre deux points
comme la longueur du segment de droite qui relie ces deux points.
L'espace euclidien est un exemple important d’'espace métrique,
mais il n'est pas le seul.

En résumé, I'espace euclidien est un exemple particulier d'es-
pace metrique, mais il existe d'autres espaces metriques qui ne
sont pas euclidiens. La métrique est une notion mathématique fon-
damentale qui permet de définir une notion de distance dans un es-
pace, ce qui est important pour étudier les notions de convergence
et de continuiteé.

2) Espaces topologiques

e Quelle est la différence entre un espace topologique, un espace
métrique, un espace vectoriel normé, un espace de Banach et un
espace de Hilbert?

Les espaces topologiques, métriques, vectoriels normés, de Ba-
nach et de Hilbert sont des structures mathématiques différentes,
qui ont des propriétés et des applications différentes.

Un espace topologique est un ensemble muni d'une topologie,
c'est-a-dire d'une collection d'ensembles dits ouverts, qui satisfait
a certaines propriétés. Cette structure permet de définir des notions
de continuité, de convergence, de compacité, etc. Les exemples
d'espaces topologiques comprennent les espaces discrets, les es-
paces de dimension finie, les espaces de fonctions continues, etc.

Un espace métrique est un espace topologique dans lequel on
a, en plus, défini une distance entre les points. Cette distance doit
satisfaire certaines proprietés, comme la symétrie, la positivité et
I'inégalité triangulaire.
Les exemples d'espaces métriques comprennent I'espace euclidien,
les espaces de suites convergentes, etc.
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Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel muni d'une
norme, c’'est-a-dire d'une fonction qui associe a chaque vecteur une
valeur positive qui mesure sa taille. Cette structure permet de dé-
finir des notions de convergence, de continuité, de compacité, etc.
Les exemples d'espaces vectoriels normés comprennent |'espace
des fonctions continues sur un intervalle, I'espace des suites conver-
gentes, etc.

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet,
c'est-a-dire un espace vectoriel normé dans lequel toutes les suites
de Cauchy convergent vers un élément de |'espace. Cette structure
permet de définir des notions de limite, de continuité uniforme, de
compacité, etc.

Les exemples d’'espaces de Banach comprennent |'espace des fonc-
tions continues sur un intervalle, I'espace des suites convergentes,
etc.

Un espace de Hilbert estun espace vectoriel normé complet dans
lequel la norme est définie a partir d'un produit scalaire, qui est
une fonction bilinéaire symétrique et définie positive. Cette struc-
ture permet de définir des notions de projection, d’orthogonalitée, de
complétude, etc. Les exemples d’'espaces de Hilbert comprennent
I'espace euclidien, |'espace des fonctions carré-intégrables sur un

intervalle, etc.

LEspaces de Hilbertj

Espaces de Banach

Espaces vectoriels normés

\Espaces métriques /

Espaces topologiques

En resumeé, chaque type d'espace a des propriétés et des applica-
tions différentes, en fonction de sa structure mathématique sous-
jacente.

Les espaces topologiques fournissent un cadre général pour étudier
la continuité et la convergence, tandis que les espaces métriques,
normes, de Banach et de Hilbert fournissent des structures plus pré-
cises pour étudier des phénomeénes spécifiques.
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Chaque espace mathématique est inclus dans I'espace qui le suit
dans lI'ordre suivant :

- Tout espace métrique est un espace topologique;
- Tout espace vectoriel normé est un espace métrique;
- Tout espace de Banach est un espace vectoriel normé complet;

- Tout espace de Hilbert est un espace de Banach muni d’un produit
scalaire,

Ainsi, un espace de Hilbert est a la fois un espace de Banach et
un espace vectoriel normeé, qui sont eux-mémes des espaces topo-
logiques. Tout espace de Banach est également un espace vectoriel
normé et un espace topologique, et ainsi de suite.

Ces inclusions refletent la hiérarchie de précision de la structure
mathématique dans ces espaces. Plus la structure est précise (par
exemple, avec un produit scalaire), plus les propriétés mathéma-
tiques que I'on peut déduire de I'espace sont précises.

e Les espaces de Banach et de Hilbert sont ils des espaces vectoriels
normes ?

Oui, les espaces de Banach et de Hilbert sont des exemples d’es-
paces vectoriels normés.
En effet, ces espaces sont définis comme des espaces vectoriels
munis d’'une norme, qui est une fonction qui associe a chaque élé-
ment du vecteur une valeur positive et qui satisfait certaines pro-
priétés, comme la positivité, I'homogénéité et I'inégalité triangu-
laire.

e Un espace fonctionnel est il toujours un espace topologique ?

Un espace fonctionnel quelconque n'est pas nécessairement un
espace topologique. Les espaces fonctionnels sont des ensembles
de fonctions qui peuvent étre équipés de différentes structures ma-
thématiques, telles que des normes, des métriques ou des topolo-
gies.

Cependant, un espace fonctionnel peut généralement étre natu-
rellement équipé d'une topologie. Par exemple, I'espace des fonc-
tions continues sur un intervalle fermé et borné de la droite réeelle
est un espace topologique lorsque I'on considére la topologie de la
convergence uniforme.

En résumé, cela dépend du contexte et de la structure mathé-
matique spécifique considérée pour I'espace fonctionnel.
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e Y a t'il des espaces fonctionnels qui soient des espaces métriques
mais qui ne soient pas des espaces vectoriels normeés ?

Oui, il existe des espaces fonctionnels qui sont des espaces mé-
trigues mais qui ne sont pas des espaces vectoriels normés. Un
exemple courant est I'espace des fonctions continues définies sur
un intervalle borné et équipé de la distance de la convergence uni-
forme. Cet espace est métrique, car la distance de la convergence
uniforme satisfait les axiomes d'une distance, mais il n'est pas un
espace vectoriel normé car il ne satisfait pas les propriétés néces-
saires pour définir une norme sur cet espace.

e Y a t'il des espaces fonctionnels qui soient des espaces topolo-
giques mais qui ne soient pas des espace métriques ?

Oui, il existe en effet des espaces fonctionnels qui sont des es-
paces topologiques mais qui ne sont pas des espaces métriques.
En général, la topologie d'un espace fonctionnel est définie a I'aide
d'une notion de convergence pour les suites ou les familles de fonc-
tions, mais cette convergence ne satisfait pas nécessairement les
axiomes d'une distance, tels que la symétrie ou lI'inégalité triangu-
laire.

Un exemple classique d'espace fonctionnel topologique qui n'est
pas métrisable est I'espace des distributions qui est I'espace des
fonctions linéaires continues sur un espace de fonctions test (es-
pace des fonctions lisses a support compact par exemple).

La convergence dans cet espace est définie par la notion de
convergence faible, qui consiste a dire qu'une suite de distribu-
tions converge vers une distribution donnée si et seulement si elle
converge faiblement sur toutes les fonctions test. Cette notion de
convergence ne satisfait pas les axiomes d'une distance, et par
conséquent, I'espace des distributions n’'est pas métrisable.

En somme, il est donc possible qu'un espace fonctionnel soit un

espace topologique sans étre un espace métrique, car il existe diffé-
rentes manieres de définir une topologie sur un ensemble de fonc-
tions sans avoir a recourir a une distance métrique.
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@ Ce qu’il faut savoir

1) Qu’est ce qu’un espace métrique?

Un espace métrique est un type d'espace mathématique qui
permet de mesurer la distance entre deux points.

Un espace métrique est un ensemble E muni d'une fonction
appelée métrique d, qui associe a chaque paire de points x et y
de E une valeur non négative d(x,y) qui représente la distance
entre x et v.

Pour qu’une fonction d soit une métrique sur un ensemble E, elle
doit vérifier les propriétés suivantes pour tout x, y et zde E :

e d(x,y) > 0, la distance entre deux points doit étre positive ou nulle
et elle est égale a zéro si et seulement si x = v.

e d(X,y) = d(y,x), la distance est symeétrique.

o d(x,y) d < d(x,z) + d(z,y), la distance entre x et y est inférieure
ou égale a la somme des distances entre x et z, et entre z et y.

L'espace métrique le plus simple est I'espace euclidien, dans le-
quel la métrique est la distance euclidienne entre deux points, telle
gue nous la connaissons en géométrie plane ou en géométrie dans
I'espace.

Il existe de nombreux autres exemples d’espaces métriques, tels
qgue les espaces de Banach et de Hilbert, les espaces de suites et
les espaces de fonctions.

En résumé :

Soient E un ensemble quelconque, x, y et z des points quelconques
de E et d(x,y) une fonction de ExE dans R..

L'espace (E,d) est appelé espace métrique si les conditions sui-
vantes sont remplies :

(C1l) : d(x,y) =0 < x =y (séparation)
(C2) : d(x,y) =d(y, x) (symétrie)
(C3) :d(x,y) <d(x,z)+ d(z,y) (inégalité triangulaire)
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@X Exemples

1) Espaces courants

Pour qu'un ensemble soit un espace métrique, il faut qu'il soit
doté d’'une distance telle que définie précédemment. Voici quelques
exemples d'espaces métriques courants :

e L'espace euclidien a n dimensions, muni de la distance eucli-
dienne qui mesure la distance entre deux points en prenant
la racine carrée de la somme des carrés des différences de co-
ordonnées.

e L'espace des fonctions continues sur un intervalle donné, muni
de la distance de la convergence uniforme qui mesure la diffé-
rence maximale entre les valeurs de deux fonctions.

e L'espace des suites de nombres réels ou complexes, muni de la
distance de la convergence uniforme qui mesure la différence
maximale entre les termes correspondants de deux suites.

e L'espace des matrices carrées de taille n x n, muni de la distance
de la norme de Frobenius qui mesure la racine carrée de la
somme des carrés des éléments de la matrice.

e L'espace des graphes, muni de la distance de la longueur du plus
court chemin entre deux sommets.

e L'espace de Banach, qui est un espace vectoriel normé complet,
muni de la norme qui mesure la taille des vecteurs.

e L'espace de Hilbert, qui est un espace de Banach muni d’'un pro-
duit scalaire qui mesure I'angle entre deux vecteurs.

e L'espace des polynémes, muni de la distance de la convergence
uniforme sur un intervalle donné.
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e L'espace de Lebesgue, qui est un espace de fonctions intégrables
muni de la distance de la convergence en norme Lp qui mesure
la différence de la norme entre deux fonctions.

e L'espace de Sobolev, qui est un espace de fonctions dérivables
muni de la distance de la norme Sobolev qui mesure la norme
des dérivées de la fonction.

e L'espace des distributions, qui est un espace de fonctions géné-
ralisées muni de la distance de la convergence en dualité avec
des fonctions test.

e L'espace des séries de Fourier, muni de la distance de la conver-
gence uniforme qui mesure la différence maximale entre les
valeurs de deux séries.

e L'espace des suites d’entiers naturels, muni de la distance de la
meétrigue de Hamming qui mesure le nombre de positions ou
deux suites different.

e L'espace de la géométrie hyperbolique, qui est un espace courbe
de dimension supérieure a deux muni d’'une métrique non eu-
clidienne.

e L'espace des arbres, muni de la distance de la longueur du plus
court chemin entre deux noeuds.

e L'espace des fonctions holomorphes sur un domaine donné (dis-
tance de la convergence uniforme).

e L'espace des suites d'éléments d'un groupe, muni de la distance
de la convergence uniforme sur des ensembles finis de géné-
rateurs.

Il existe de nombreux autres exemples d’'espaces métriques.
Chacun possede sa propre métrique associée. La théorie des es-
paces métrigues est une branche importante des mathématiques
qui étudie les propriétes et les comportements de ces espaces.

2) Espace discret

Tout espace topologique discret E peut étre métrisable, c’est a
dire étre un espace meétrique.

Il suffit en effet de le doter de la distance "triviale" d(x,y)=0 si
x=y et d(x,y)=1 sinon, quels que soient x,y et z appartenant a E.
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Par exemple :

L'espace discret E={a,b,c}, munide la topologie T4 = P(E) et doté
de la distance triviale (d(x,y)=0 si x=y et d(x,y)=1 sinon), est un
espace métrique.

e d(a,a)=d(b,b)=d(c,c)=0
e d(a,b)=d(a,c)=d(b,c)=d(b,a)=d(c,a)=d(c,b)=1
e d(a,c)=1 < d(a,b)+d(b,c)=2

3) Espace R"

Soient x = (x1,X2,..Xn), ¥ = (V1,¥2...¥n) €t z = (21,22, ...25) des
points quelcongues de R",
L'espace R" peut étre métrisable, c'est a dire transformé en un es-
pace métrique, a I'aide des distances d,, d>, d.. suivantes :

o dilx,y) =3 |x;— yil
i=1

. da(x,y) = [2 (x; — yi)2)Y?

ed. (x,¥) = sup (|x;—yi)

i=1,2,...n

Les espaces (R",dq), (R",d,) et (R",d..) sont des espaces métriques.

4) Espace C(a, b)

Soit C([a, b]) I'ensemble des fonctions a valeur dans R et conti-
nues sur l'intervalle fermée [a,b].

L'espace R" peut étre transformé en un espace métrique, a 'aide
des distances dq, d>, d.. suivantes :

e di(f, g) = [ [f(x) — g(x)|dx

o da(f, g) = [ (F(x) — g(x))2dx]2

o di(f,g) = [ (F(x) — g(x))kdx] V%

o d..(f,g) = sup (|f(x) - g(x)|)

xela,b]

(C([a, b]), d1), (C([a, b]), d2), (C([a, b]), dk) et (C([a, b]), d~)) sont des
espaces métriques.




56 4 - Espace métrique

OF Questions-réponses

1) Espace topologique, Espace métrique

e Tout ensemble peut-il étre doté d’une topologie et tout ensemble
peut-il étre doté d’'une métrique?

QOui. Tout ensemble peut étre muni d'une topologie et tout en-
semble peut également étre muni d'une métrique. La topologie dis-
crete est un exemple de topologie qui peut étre définie sur n'importe
quel ensemble, et la distance triviale est un exemple de métrique
qui peut étre définie sur n'importe quel ensemble.

2) Espace métrique, Espace vectoriel norme

e Quelle est la différence entre un espace métrique et un espace
vectoriel normé?

Un espace meétrique est un ensemble de points avec une dis-
tance (ou métrique) définie entre eux. La distance est une fonction
qui attribue une valeur numeérique positive a chaque paire de points
de I'espace métrique, satisfaisant certaines propriétés, telles que la
symétrie, la non-négativité, I'identité des indiscernables, et I'inéga-
lité triangulaire.

Un espace vectoriel normé, quant a lui, est un ensemble de vec-
teurs avec une norme définie sur chaque vecteur. La norme est une
fonction qui attribue une valeur numérique positive a chaque vec-
teur de lI'espace vectoriel, satisfaisant certaines propriétés, telles
gue la non-négativité, I'homogénéité, et I'inégalité triangulaire.

La différence entre un espace metrique et un espace vectoriel
normé réside dans la facon dont la structure de I'espace est définie :
I'un est défini en termes de distance entre les points, tandis que
I'autre est défini en termes de norme sur les vecteurs. Cependant,
il est important de noter que tout espace vectoriel normé peut étre
muni d'une métrique induite par sa norme, mais l'inverse n'est pas
toujours vrai.
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1 )

{Espaces de Hilbertj

Espaces de Banach

Espaces vectoriels normés

\Espaces métriques /

Espaces topologiques

En conclusion, un espace vectoriel normeé est un espace métrique
(il suffit d'utiliser la norme comme distance) mais tout espace mé-
trique n’est pas un espace vectoriel.

3) Espace vectoriel normé, Espace de Banach

e Quel est la différence entre un espace vectoriel normé et un es-
pace de Banach?

Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel équipé d'une
norme qui satisfait certaines propriétés, telles que la non-négativité,
I'"homogénéité et I'inégalité triangulaire.

Les exemples les plus connus d’'espaces vectoriels normés sont les
espaces de fonctions continues, les espaces de suites et les espaces
de matrices.

Un espace de Banach, quant a lui, est un espace vectoriel normé
complet, c'est-a-dire que toutes les suites de Cauchy convergent
vers un élément de I'espace. Autrement dit, tout espace de Banach
est un espace vectoriel normé, mais tous les espaces vectoriels nor-
meés ne sont pas nécessairement des espaces de Banach.

La complétude est donc la principale différence entre un espace
vectoriel normé et un espace de Banach. En effet, la complétude as-
sure que toutes les suites convergentes dans |'espace convergent
effectivement vers un élément de I'espace. Les espaces de Banach
sont donc des espaces vectoriels normés qui "ne possedent pas
de trous", tandis que les espaces vectoriels normés non complets
peuvent avoir des "trous" ou des suites de Cauchy ne convergent
pas.
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4) Espace vectoriel normeé, Espace de Banach

o Quel est la difference entre un espace de Banach et un espace de
Hilbert ?

Un espace de Hilbert est un espace vectoriel normé complet doté
d'un produit scalaire, qui permet de mesurer |'angle entre deux vec-
teurs et de définir la notion de projection orthogonale. Les exemples
les plus connus d’espaces de Hilbert sont les espaces de suites 2 et
les espaces de fonctions L2.

Un espace de Banach, quant a lui, est un espace vectoriel normé
complet, mais il n'a pas nécessairement de produit scalaire.

En d'autres termes, tout espace de Hilbert est un espace de Banach,
mais l'inverse n'est pas vrai.

La principale différence entre un espace de Banach et un espace
de Hilbert est donc que I'espace de Hilbert possede un produit sca-
laire qui permet de mesurer I'angle entre deux vecteurs et de définir
des concepts tels que la projection orthogonale et la notion de dis-
tance minimale entre un point et un sous-espace.

Cela conduit a une géométrie plus riche et plus naturelle dans I'es-
pace de Hilbert, qui est souvent utilisée dans les applications en
analyse fonctionnelle, en physique et en traitement du signal.
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5 - Espace vectoriel normé

@ Ce qu’il faut savoir

1)

Qu’est ce qu’un espace vectoriel ?

Un espace vectoriel (E,+,x) est un ensemble d’éléments ap-
pelés vecteurs, sur un corps K de scalaires, qui satisfait aux
propriétés suivantes :

e La somme de deux vecteurs de E est un vecteur de E.

e Le produit d'un vecteur de E par un scalaire de K est un vec-
teur de E.

e L'addition de vecteurs est associative et commutative.

e |l existe un vecteur nul dans E, qui est élément neutre pour
I'addition de vecteurs.

e Tout vecteur a un opposé, qui est I'élément inverse pour |I'ad-
dition de vecteurs.

e La multiplication par des scalaires est distributive sur I'addi-
tion de vecteurs.

e La multiplication par des scalaires est associative et commu-
tative.

Soient :

e Kun corps (le corps R ou C par exemple)
e E un ensemble muni d’'une loi interne notée + et d'une loi externe

(de KxE dans E) notée x

e X,y,Zz des éléments quelconques de E et ), ;1 des éléments quel-

conques de K

On dit que (E,+, <) est un espace vectoriel sur K si :
.(x+vy)+z=x+ (y+ 2z) (associativité de +)

X + Yy =y + X (commutativité de +)

. Je € E, x+e=x (e élément neutre pour +)

.Y € E, X' € E, x+x'=e (X' élément inverse de x pour +)
. A(X + y)= A.x + Ay (distributivité dans E)

(A4 p).x = Ax + p.x (distributivité dans K)

. A(pex) = (Ap).x (associativité de x)

. L.x=xoulest (1l élément neutre pour x)
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Les espaces vectoriels sont utilisés dans de nombreux domaines
des mathématiques et de la physique, tels que la géoméetrie, I'al-
gebre linéaire, la théorie des matrices, la théorie des groupes, la
mécanique quantique, etc.

(Er'l'r“ )

2) Espace vectoriel normé

Un espace vectoriel (E,+,x) sur une corps K est dit normé s'il
est muni d'une norme. Une norme est une application Norme(x) de
E dans R, qui vérifie les conditions suivantes quels que soient x,y
appartenant a E et A\ appartenant a K :

1. Norme(x)=0 = x=0 (séparation)
2. Norme(A.x)= |A].Nome(x) (homogénéite)
3. Norme(x+y) < Norme(x)+Norme(y) (inégalité triangulaire)

L'inégalité triangulaire peut é&tre comparée au fait que la lon-
gueur du coté le plus court d'un triangle est toujours inférieure ou
égale a la somme des longueurs des deux autres cotés. Cette pro-
priété est fondamentale pour de nombreuses applications mathé-
matiques.

La fonction Norme(x) est généralement notée |/ x||
1. |[x|| = 0 = x = 0 (séparation)
2. ||Ax] = |Al|x|| (homogéneité)
3. [|x + y|| < ||x]|+]|y|/(inegalité triangulaire)

(E,+,x,I-1) X
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@X Exemples

1) Exemples de normes

Les normes suivantes sont fréquemment utilisées, dans les es-
pace vectoriel normés. Il en existe beaucoup d'autres.

1.1) Norme euclidienne

La norme euclidienne (ou norme 12) est la norme la plus cou-
rante. Elle correspond a la distance euclidienne dans un espace de
dimension finie. Elle est définie par :

x| = V(%1% + x3?)
ou x1 et x, sont les coordonnées de x dans une base orthonormée.
1.2) Norme Ip

La norme Ip est une généralisation de la norme euclidienne. Elle
peut étre utilisée dans des espaces de dimension finie ou infinie.
Elle est définie par :

x| = (X xP)HP
ou p est un nombre réel strictement positif.
1.3) Norme de Manhattan

La norme de Manhattan (ou norme I1) correspond a la distance
de Manhattan, qui est la somme des distances absolues entre les
composantes de x, c'est-a-dire :

X[ = >_[xil
1.4) Norme de Tchebychev L

La norme de Tchebychev (parfois orthographié Chebyshev), éga-
lement appelée norme Loo, est une norme utilisée dans I'analyse
fonctionnelle pour mesurer la taille d'une fonction. Elle est définie
comme suit :

|fll.. = sup{ |[f(x)| : x dans le domaine de la fonction }

ou f est une fonction, ||f||.. est la norme de f dans |'espace L, et
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sup désigne le supremum ou la borne supérieure prise par f(x).

La norme de Tchebychev mesure la valeur maximale prise par
la fonction dans un domaine donné. Elle est utilisée pour mesurer
la plus grande différence entre une fonction f, et sa valeur limite f,
dans le cas d'une suite de fonctions.

On mesure alors ||f, — f|| qui la norme de la différence entre la fonc-
tion f, et la fonction limite f.

La norme de Tchebychev est utile pour caractériser les propriétés
de convergence uniforme des suites de fonctions dans les espaces
de fonctions continues.

Elle est également utilisée dans la théorie de I'approximation
pour mesurer |I'erreur maximale commise lorsqu’une fonction est
approximée par une autre fonction.

Enfin, la norme de Tchebychev est utilisée en statistiques pour
mesurer |'écart maximal entre une distribution de probabilité et sa
fonction de répartition empirique.

1.5) Norme de Tchebychev L1

La norme de Tchebychev L1 ou norme de la somme, est une
norme utilisée en analyse fonctionnelle. Elle permet de mesurer la
"taille" d'une fonction. Elle est définie comme suit :

Iy = [ IFx)ldx

ou f est une fonction, ||f||; est la norme de f dans I'espace L1 et ou
I'intégrale est prise sur tout le domaine de la fonction.

La norme de Tchebychev L1 mesure l'intégrale de la valeur ab-
solue de la fonction f sur le domaine.

La norme de Tchebychev L1 est utile pour caractériser les pro-
priétés de convergence des suites de fonctions dans les espaces de
fonctions intégrables.

Elle est également utilisée dans la théorie de I'approximation
pour mesurer |'erreur moyenne commise lorsqu’une fonction est ap-
proximeée par une autre fonction.

La norme de Tchebychev L1 ne doit pas étre confondue avec la
norme de Tchebychev Loc qui mesure la valeur maximale de la va-
leur absolue de la fonction sur le domaine.
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1.6) Norme Lp

La norme L? (a ne pas confondre avec la norme [P ci-dessus) est
définie sur les espaces de fonctions. Elle correspond a :

flo = ([ [f|Pdu)*/P
ou p > 1 et X est un espace mesurable avec la mesure .
1.7) Norme de la convergence uniforme

La norme de la convergence uniforme est définie sur les espaces
de fonctions continues et correspond a la distance maximale entre
la fonction et sa limite.

La convergence uniforme est un concept important en analyse
mathématique qui permet de décrire la convergence d’'une suite de
fonctions.

Plus précisément, on dit qu'une suite de fonctions converge uni-
formément vers une fonction limite si la différence entre chaque
fonction de la suite et la fonction limite est bornée par une méme
fonction qui tend vers zéro.

La norme de la convergence uniforme est une mesure de cette
convergence qui permet de quantifier la rapidité a laquelle la suite
de fonctions converge vers la fonction limite. Elle est définie comme
la plus petite borne supérieure des différences entre chaque fonc-
tion de la suite et la fonction limite, pour tous les points de I'espace
de départ.

Plus formellement, si f,(x) est une suite de fonctions conver-
gentes uniformément vers f(x) sur un ensemble E, alors la norme
de la convergence uniforme est définie par :

|fa — fl|=sup {x € E : |fa(x) — f(x)|}
ou sup désigne la borne supérieure et |.| la valeur absolue.

Cette norme permet de mesurer la "distance" entre la suite de fonc-
tions et la fonction limite. Elle est souvent utilisée pour déterminer
la convergence uniforme d’'une suite de fonctions. En particulier, si
la norme de la convergence uniforme tend vers zéro lorsque n tend
vers I'infini, alors la suite de fonctions converge uniformément vers
la fonction limite.
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1.8) Norme de la convergence en moyenne quadratique

La norme de la convergence en moyenne quadratique est définie
sur les espaces de fonctions continues de la facon suivante :

[fa = Fll= ([ |falx) = F(x)|*dx)Y/2

avec f,(x) qui est une suite de fonctions convergentes en moyenne
guadratique vers f(x) sur un ensemble E.

1.9) Norme de la convergence en moyenne

La norme de la convergence en moyenne est définie sur les es-
paces de fonctions continues de la facon suivante :

Ifn = fll= [ [fa(x) — F(x)|dX

avec f,(x) qui est une suite de fonctions convergentes en moyenne
vers f(x) sur un ensemble E.

2) Exemples d’espace vectoriels nhormeés

Les espace vectoriels normés suivants sont freqguemment ren-
contrés. Il en existe beaucoup d’'autres.

e L'espace vectoriel R" :
C'est I'espace des vecteurs constitués de n nombres réels, équipé
de la norme euclidienne, également appelée norme L2.

e L'espace vectoriel C" :
C'est I'espace des vecteurs constitués de n nombres complexes,

équipé de la norme euclidienne.

e L'espace des fonctions continues sur un intervalle borné [a,b] :
Cet espace est équipé de la norme de la convergence uniforme.

¢ L'espace des fonctions continues et bornées sur un intervalle
borné [a,b] : Cet espace est équipé de la norme de la convergence
uniforme.

e L'espace des suites convergentes : C'est |'espace des suites de
nombres réels (ou complexes) qui convergent, équipé de la norme
de la convergence en limite.

e L'espace des matrices : C'est I'espace des matrices de taille n
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% m, équipé de la norme de Frobenius.

e L'espace des polyndmes : C'est I'espace des polynomes de de-
gré inférieur ou égal a n, équipé de la norme de la convergence
uniforme.

e L'espace des distributions :
C'est I'espace des fonctions linéaires continues sur I'espace des
fonctions tests, équipé de la norme de la convergence en moyenne.

e L'espace des suites de Cauchy convergentes : C'est I'espace
des suites de nombres réels (ou complexes) qui sont convergentes
au sens de Cauchy, équipé de la norme de la convergence en limite.

e L'espace des séries convergentes : C'est I'espace des séries de
nombres réels (ou complexes) qui sont convergentes, équipé de la
norme de la convergence en limite.

e L'espace des fonctions intégrables sur un intervalle borné [a,b]
Cet espace est équipé de la norme L1, qui est la norme de la conver-
gence en moyenne.

e L'espace des fonctions de carré intégrable sur un intervalle
borné [a,b] : Cet espace est équipé de la norme L2.

e L'espace des suites a décroissance rapide : C'est |'espace des
suites de nombres réels (ou complexes) qui décroissent suffisam-
ment rapidement, équipé de la norme de la convergence en limite.

e L'espace des fonctions de classe CK sur un intervalle boré
[a,b] : Cet espace est équipé de la norme de la convergence uni-
forme des dérivées jusqu’a |'ordre k.

e L'espace des fonctions holomorphes sur un domaine ouvert du
plan complexe : Cet espace est équipé de la norme de la conver-
gence uniforme sur des compacts.

e L'espace des séries de Fourier équipé de la norme de la conver-
gence en limite.

e L'espace des fonctions continues a support compact sur un es-
pace topologique : Cet espace est équipé de la norme de la conver-
gence uniforme.

o L'espace des fonctions tempérées : Cet espace est equipé de
la norme de la convergence en moyenne sur tout I'espace.
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Ces exemples sont utilisés dans de nombreuses branches des
mathématiques, de la physique, de I'ingénierie et divers domaines
scientifigues. Chacun a ses propres propriétés et caractéristiques
distinctes, qui le rendent utile pour des applications spécifiques.

Espaces Vectoriels Normes
? Normeés
n ~n
R™ c” 2, L1, L2, Lp
fonctions Frobenius
matrices Convergence simple
suites Convergence en moyenne
séries Convergence uniforme
distributions Convergence infini

OF Questions-réponses

1) Convergence en moyenne quadratique

e Quelle est la différence entre les normes convergence en moyenne
et convergence en moyenne quadratique ?

La convergence en moyenne quadratique et la convergence en
moyenne sont des types de convergence pour des suites de fonc-
tions. Elles mesurent la convergence de maniere |égerement diffé-
rente.

Avec la norme de la convergence en moyenne quadratique, une
suite de fonctions f,, converge vers une fonction limite f si la norme
de la difféerence entre f, et f, c’'est-a-dire ||f, — f||,, tend vers zéro
lorsque n tend vers l'infini. Ici, la norme 2 est la norme euclidienne,
qui est définie comme la racine carrée de la somme des carrés des
valeurs absolues des fonctions sur I’'ensemble de convergence.

Avec la norme de convergence en moyenne, une suite de fonc-
tions f, converge vers une fonction limite f si la norme de la dif-
férence entre f, et f, c’'est-a-dire ||f, — f||;, tend vers zéro lorsque
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n tend vers l'infini. Ici, la norme 1 est la norme L1, qui est définie
comme la somme des valeurs absolues des fonctions sur I'ensemble
de convergence.

Ainsi, la différence fondamentale entre convergence en moyenne
et convergence en moyenne quadratique réside dans la facon dont
elles mesurent la distance entre les fonctions de |la suite et la fonc-
tion limite. La convergence en moyenne quadratique donne plus de
poids aux grandes différences entre les fonctions de la suite et la
fonction limite, tandis que la convergence en moyenne accorde une
importance égale a toutes les différences entre les fonctions.

En pratique, la convergence en moyenne quadratique est sou-
vent utilisée dans des contextes ou des propriétés telles que la re-
gularité ou la continuité des fonctions sont importantes, tandis que
la convergence en moyenne est souvent utilisée dans des contextes
ou les propriétés de sommabilité ou d’'intégrabilité des fonctions
sont plus importantes.

2) Convergence simple ou uniforme

e Quelle est la différence entre la convergence simple et la conver-
gence uniforme d’une suite de fonctions ?

La convergence simple et la convergence uniforme sont deux
modes de convergence pour une suite de fonctions qui décrivent la
maniere dont la suite de fonctions se rapproche d'une limite, sou-
vent appelée la fonction limite. La différence fondamentale entre les
deux types de convergence est la vitesse a laquelle les fonctions de
la suite convergent vers la fonction limite.

La convergence simple est définie comme suit : une suite de
fonctions f,, converge simplement vers une fonction limite f si, pour
tout point x de I'espace de départ, la suite de nombres réels f,(x)
converge vers f(x) lorsque n tend vers I'infini. Cela signifie que pour
chaque x, la suite f,(x) converge vers f(x).

En revanche, la convergence uniforme est définie comme suit :
une suite de fonctions f, converge uniformément vers une fonction
limite f si, pour tout nombre réel ¢ positif, il existe un entier N tel
que pour tout n supérieur ou égal a N et tout x de I'espace de dé-
part, la distance entre f,(x) et f(x) est inférieure a ¢, c'est-a-dire que
|fa — | < ¢ pour tout n supérieur ou égal a N.

uniforme
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La différence cruciale entre ces deux modes de convergence est
que la convergence uniforme est une convergence plus forte que la
convergence simple. En effet, la convergence uniforme implique la
convergence simple, mais l'inverse n'est pas nécessairement vrai.
En d'autres termes, si une suite de fonctions converge uniformeé-
ment vers une fonction limite, alors elle converge également sim-
plement vers cette fonction limite. Toutefois, il est possible pour une
suite de fonctions de converger simplement vers une fonction limite
sans converger uniformément vers cette fonction limite.

La convergence uniforme est souvent préférable a la conver-
gence simple dans les contextes ou I'on souhaite obtenir des résul-
tats plus précis surla limite de la suite de fonctions, car elle garantit
que la suite converge uniformément dans tout |'espace de départ,
plutdét que seulement en certains points. Cela permet d'obtenir des
résultats plus forts et plus précis sur les propriétés de la limite de la
suite de fonctions.

3) Matrices

e Quelle estla norme de convergence la plus utilisée dans les espace
vectoriels normés de matrices ?

Dans les espaces vectoriels normés de matrices, la norme de
convergence la plus couramment utilisée est la norme de Frobenius.
La norme de Frobenius est également appelée norme L2 ou norme
euclidienne, et elle est définie comme la racine carrée de la somme
des carrés des éléments de la matrice :

”A”Fn:rbenfL.rE = VTZEZI |aff|2}

ou A est une matrice, a; est I'elément de la i-eme ligne et j-eme
colonne de la matrice, et la somme est prise sur tous les indices i
et j.

La norme de Frobenius est une mesure naturelle de la taille d'une
matrice, car elle correspond a la norme euclidienne dans I'espace
vectoriel R”, ou n est le nombre total d’éléments dans la matrice A.
La norme de Frobenius est également tres utile pour mesurer la dis-
tance entre deux matrices, car elle permet de mesurer la différence
élément par élément entre deux matrices.

En outre, la norme de Frobenius possede des propriétés impor-
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tantes qui la rendent utile dans de nombreuses applications, telles
que l'invariance par rotation et la continuité de I'opérateur norme
de Frobenius. Elle est également facile a calculer et a manipuler, ce
qui la rend pratique pour les calculs numériques.

4) Convergence en limite

e Qu’est ce que la convergence en limite ?

La convergence en limite et la convergence uniforme sont deux
termes équivalents qui désignent la méme notion de convergence
d'une suite de fonctions, de nombres réels ou complexes, ou plus
généralement d'une suite d’'éléments d'un espace topologique.

On dit qu'une suite (x,) converge en limite vers un nombre réel
(ou complexe) L, ou plus généralement vers un élément d’'un espace
topologique, si pour tout nombre réel (ou complexe) epsilon stricte-
ment positif, il existe un entier naturel N tel que pour tout entier n
supérieur ou égal a N, I'écart entre x, et L est inférieur a epsilon. On
note souvent cette propriété de convergence en utilisant la notation
symbolique lim x,=L.

M—+oc

Plus précisément, la convergence en limite signifie que la suite
(x,) se rapproche arbitrairement pres de L a mesure que n devient
suffisamment grand. Autrement dit, pour tout écart positif donné
epsilon, il existe un nombre entier N tel que tous les termes de la
suite a partir du terme d’indice N soient contenus dans un intervalle
centré en L et de rayon epsilon.

La convergence en limite est une notion fondamentale en ana-
lyse, car elle permet de définir la continuité, la dérivabilité, I'intégra-
bilité, etc. pour les fonctions réelles ou complexes, ainsi que pour
les fonctions définies sur des espaces plus généraux, tels que les
espaces métriques ou topologiques.
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@ Ce qu’il faut savoir

1) Qu’est ce qu’un espace de Banach?

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé et com-
plet, c’est a dire un espace vectoriel normé dans lequel toute
suite de Cauchy (x,) dont les éléments sont dans cet espace
converge dans cet espace.

Un espace de Banach E est dit complet si les suites de Cauchy
qui se trouvent dans E convergent dans E.

Dans un espace de Banach, toute limite x, d’'une suite de Cauchy
dont les éléments (x,) se trouvent dans E, est un élément de E.

Les espaces de Banach sont utilisés en mathématiques pour mo-
déliser des espaces de fonctions, des espaces de suites et d'autres
objets mathématiques.

Les espaces (R, +, x) et (C, +, x) munis de la norme euclidienne
sont les espaces de Banach les plus fréequemment rencontrés.

Toute suite de Cauchy située dans (R, +, x) converge vers une
limite x qui se trouve elle aussi dans (E, +, x).

2) Suite de Cauchy

Une suite de Cauchy est une suite (x,) dans laquelle les termes
X deviennent de plus en plus proches les uns des autres quand
n augmente.

Mathématiquement, cela peut étre exprimé ainsi :

Ve = 0,3dN , tel que que pour tout n,m > N, ||[Xm — Xg|| < ¢

Soit un espace vectoriel normeé (E, +, x, ||.||)

Une suite (x,) de E est une suite de Cauchy pour la norme ||.|| si:

e > 0,3N > 0,Yn > N,Yp = 0, || Xp+p — Xn|| < ¢




e Exemples 73

Les xnse rapprochent de plus en plus
les uns des autres quand n augmente

°

Suite de Cauchydans R

B o v W I
* L * -
Xn Xn+2 Xn+a Xn+3 Xn+1

@X Exemples

1) Espaces de Banach

Il existe de nombreux exemples d'espaces de Banach, qui sont
largement utilisés en mathématiques, en physique et dans d’autres
domaines scientifiques. En voici quelques exemples courants :

1.1) Espaces R et C

Les espaces (R, +, x) et (C, 4+, x) munis de la norme euclidienne
sont des espaces de Banach.

En effet, ces deux espaces munis de la norme euclidienne sont
complets, c'est-a-dire que toute suite de Cauchy converge dans ces
espaces, ce qui permet de conclure qu’ils sont des espaces de Ba-
nach.

1.2) Espace de Hilbert

Un espace de Hilbert est un espace vectoriel normé complet
muni d'un produit scalaire. C'est donc un espace de Banach. Il est
utilisé en mathématiques, en physique et dans d'autres domaines
pour étudier les proprietés de I'espace euclidien et pour résoudre
des problemes impliquant des fonctions d'ondes et des vecteurs
d'état.

1.3) Espace de fonctions continues

Si E est un ensemble de fonctions continues f,,(x) sur un intervalle
|, alors (E, +, %, ||.||) est un espace de Banach si et seulement si toute
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suite de Cauchy de ces fonctions continues converge uniforméement
vers une fonction f(x) qui est continue sur | et qui appartient a E.

La norme la plus courante pour un espace de fonctions continues
sur un intervalle est la norme sup (dite norme de la convergence
uniforme).

Pour une fonction continue f sur |, la norme sup de f est définie
par ||f|| = sup{|f(x)|: x € E}
Un espace de fonctions continues sur un intervalle |, muni de la
norme sup, est souvent noté C(l).

La condition supplémentaire de I'appartenance de f(x) a E est
importante pour assurer que l'espace est complet, c’'est-a-dire que
toute suite f,(x) convergente dans E converge vers une limite f(x)
qui appartient a E. En effet, si une suite de Cauchy de fonctions
continues f,(x) converge uniformément vers une fonction continue
f(x) sur | mais que f(x) n'appartient pas a E, alors I'espace (E, ||.||)
n'est pas complet et n'est donc pas un espace de Banach.

En résume, I'espace (E, ||.||) des fonctions continues définies sur
un intervalle | muni de la norme de la convergence uniforme est un
espace de Banach si et seulement si toute suite de Cauchy, de fonc-
tions continues de E surl, converge uniformément vers une fonction
continue f sur | qui appartient a E.

1.4) Espace de fonctions intégrables

Pour savoir si un espace E de fonctions intégrables f,(x) est un
espace de Banach, on doit vérifier (a I'aide de la convergence en
norme) que toute suite de Cauchy (f,(x)) de ces fonctions converge
vers une fonction f(x) intégrable dans E. Si tel est le cas, alors I'es-
pace E de ces fonctions intégrables f,(x) est un espace de Banach.

1.5) Espace de Sobolev

Un espace de Sobolev est un espace vectoriel normé complet de
fonctions dérivables de plusieurs ordres définies sur un domaine de
dimension finie ou infinie. Il peut sous certaines conditions (réqula-
rité des fonctions, choix de la norme, conditions aux limites) étre un
espace de Banach.

1.6) Espace de Lebesgue

Un espace de Lebesgue est un espace de fonctions mesurables
définies sur un espace de mesure donné. |l peut sous certaines
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conditions (régularité des fonctions) étre un espace de Banach.

Les fonctions doivent étre "suffisamment régulieres" pour que
la norme associée a l'espace de Lebesgue soit complete, ce qui
est une condition nécessaire pour étre un espace de Banach. Par
exemple, si les fonctions sont continues sur I'espace de mesure,
alors |'espace de Lebesqgue est un espace de Banach.

1.7) Espace de polynéomes

Un espace de polyndmes Pn(x) n'est pas toujours un espace de
Banach.

Cela dépend de la norme choisie sur I'espace de polyndomes.
Par exemple, un espace de polyndmes avec la norme supérieure
n'est pas complet et donc n’est pas un espace de Banach. Cepen-
dant, si on utilise une autre norme, comme la norme L2, alors un
espace de polynomes devient complet et est donc un espace de
Banach.

1.8) Espace de distributions

Un espace de distributions est un espace de fonctions générali-
sées, qui sont utilisés pour étudier les propriétés de fonctions qui
ne sont pas définies partout ou qui ne sont pas dérivables dans un
sens classique.

Les espaces de distributions sont utilisés en analyse fonction-
nelle et en théorie des équations aux dérivées partielles.

Un espace de distributions d,(x) n'est pas toujours un espace
de Banach car il est difficile de définir une norme qui permette de
mesurer |la taille de chaque distribution de maniere satisfaisante.
Cependant, il est possible de considérer des sous-ensembles d'es-
paces de distributions qui sont des espaces de Banach, tels que les
espaces de distributions tempérées.

Les distributions tempérées sont une généralisation des fonc-
tions réqulieres (fonctions infiniment dérivables et qui décroissent
rapidement a I'infini).

1.9) Espace de fonctions holomorphes

Un espace de fonctions holomorphes f,(z) (fonctions définies sur
des ensembles ouverts de |'espace complexe) qui est complet pour
la norme sup est un espaces de Banach.
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1.10) Espace de fonctions de classe Lipschitz

Un espace de fonctions de classe Lipschitz (fonctions définies sur
un ensemble donné et satisfaisant certaines conditions de régula-
rité et de continuité) peut étre un espace de Banach (selon la norme
choisie)

1.11) Espace de matrices carrés

Un espace X de matrices carrés (M,) peut étre un espace de Ba-
nach, si toutes les suites de Cauchy de ces matrices convergent
dans X avec la norme choisie. Cela dépend de la norme choisie.

Cette suite de matrices 2x2 Mn me
semble étre une suite de Cauchy

1/n 1/n 0 0

bt

1.12) Espaces de matrices rectangulaires

Un espace X de matrices rectangulaires peut étre un espace de
Banach, si toutes les suites de Cauchy de ces matrices convergent
dans X avec la norme choisie. Cela dépend de |la norme choisie.

Ces exemples ne sont pas exhaustifs, mais ils montrent la diver-
sité des espaces de Banach et leur utilité dans de nombreux do-
maines mathématiques et scientifiques.

2) Suites de Cauchy

Il existe de nombreux exemples de suites de Cauchy dans divers
espaces (de Banach ou non). La liste suivante n'est pas exhaustive.
2.1) Dans &

Dans |'espace des nombres réels R, la suite x, = 1/n est une
suite de Cauchy.
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2.2) Dans (J

Dans I’espace des nombres rationnels (J, la suite x, =1 +1/2 +
... +1/n—log(n) est une suite de Cauchy.

2.3) Dans des espaces de fonctions

Dans I'espace des fonctions continues sur [0,1[, la suite f,(x) = x”
est une suite de Cauchy.

Dans I'espace des polyndmes de degré au plus n sur l'intervalle
[0,1[, la suite p,(x) = x" avec n > 0 est une suite de Cauchy.

Dans I'espace des fonctions continues sur [0,1] muni de la norme
L™, la suite f,(x),.o définie par g,(x) = sin(nx) est une suite de Cau-
chy.

Dans I'espace L([0, 1]) des fonctions intégrables sur [0,1], la
suite f(x),-o définie par f,(x) = X" est une suite de Cauchy.

Ces exemples montrent que les suites de Cauchy peuvent ap-
paraitre dans une grande variété d’espaces métriques, et que leur
convergence dépend de la structure de I'espace considéré

O Questions-réponses

1) Espace complet

e Qu’'est ce qu'un espace complet?

Un espace métriqgue complet est un espace métrique dans lequel
toutes les suites de Cauchy convergent. Autrement dit, un espace
meétrique complet est un espace ou il n'y a pas de «trous» ou de
«lacunes» : toutes les suites qui se rapprochent les unes des autres
convergent vers une limite dans I'espace.

2) Suites de Cauchy

e Est-ce que toute suite de Cauchy est convergente?

Non, toute suite de Cauchy n'est pas nécessairement conver-
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gente dans l'espace ou elle évolue. Cependant, dans un espace
complet, toute suite de Cauchy est convergente dans I'espace ou
elle évolue.

Dans un espace métrique complet, comme R ou C munis de la
distance usuelle, une suite est convergente si, et seulement si, c'est
une suite de Cauchy

Cependant, dans un espace métrique E qui n'est pas complet,
il est possible d'avoir des suites de Cauchy qui ne convergent pas
dans E.

Par exemple, 'espace R des nhombres rationnels équipé de la dis-
tance usuelle est un espace métrique, mais il n’est pas complet. On
peut ainsi construire une suite de Cauchy de nombres rationnels qui
ne converge pas vers un nombre rationnel.

Dans un espace de Banach, qui est un espace vectoriel normé et
complet, toute suite de Cauchy converge vers un élément de |'es-
pace. C'est 'une des propriétés clés des espaces de Banach qui les
distingue des espaces vectoriels normés qui ne sont pas complets.

En revanche, dans un espace vectoriel normé qui n’est pas com-
plet, une suite de Cauchy peut ne pas avoir de limite dans cet es-
pace.

Par exemple, dans I'espace des fonctions continues sur un inter-
valle donné avec la norme de la convergence uniforme, la suite de
fonctions définie par f,(x) = x" est une suite de Cauchy, mais elle
ne converge pas toujours dans cet espace.

En somme, la convergence d'une suite de Cauchy dépend de la
nature de I'espace dans lequel elle est définie et de la complétude
de cet espace.

e Est-ce que toute suite convergente est de Cauchy ?

Dans un espace de Banach, toute suite convergente est une suite
de Cauchy. Cela signifie que si une suite (x,) converge vers une
limite x dans un espace de Banach E, alors cette suite est de Cauchy.

Cependant, cette propriété ne s'applique pas a tous les espaces
vectoriels normés. Il existe des espaces vectoriels normés dans les-
quels il existe des suites convergentes qui ne sont pas des suites
de Cauchy.
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En résumé, dans un espace de Banach, toute suite convergente
est de Cauchy, mais cette propriété ne s’applique pas nécessaire-
ment a tous les espaces vectoriels normés.

3) Normes
e Quelles sont les principales normes rencontrées dans des espaces
de Banach?

Il existe de nombreuses normes qui peuvent étre utilisées pour
définir des espaces de Banach, mais certaines d’'entre elles sont
plus courantes ou plus importantes que d'autres en mathématiques.

Voici quelques exemples de normes rencontrées dans des espaces
de Banach :

- La norme euclidienne ou norme /? : cette norme est définie pour

un vecteur x = {x1, X2, ...,Xn} dans un espace de Banach de dimen-
sion finie n par :

x| = V(x5 + X2+ ... + x2)

Elle est souvent utilisée dans |I'étude des espaces de Hilbert, qui
sont des exemples importants d'espaces de Banach.

- La norme de la convergence uniforme : cette norme est définie
pour une suite (f,(x)) de fonctions continues sur un ensemble X par:
| fa(X)| = sup{|falx)| : x € X
Elle est couramment utilisée dans |I'étude des espaces de fonctions

continues ou de fonctions holomorphes.

- La norme de la convergence en moyenne : cette norme est dé-
finie pour une suite (f,(x)) de fonctions intégrables sur un ensemble
X avec mesure ;. par :

[fa(x)| = (1/p(X) [ Fa(x)dp(x)

La norme L! définie par |f|, = [ |f(x)|dx.
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- La norme L? définie par |f|; = 15'f_,':,f|1”[::«:'J||2c:.*;v¢'.

- La norme LE, définie pour les espaces de fonctions pondérées et

est définie par |flpw = (J¢ |f[x}|Pw[x}dx)%, ou w(x) est une fonction
poids donnée.

Ces normes sont également importantes dans certains domaines
des mathématiques et de la physique. Le choix de la norme dépend
souvent de la structure de I'espace étudié et du contexte de I'appli-
cation.
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@ Ce qu’il faut savoir

1) Qu’est ce qu’un espace de Hilbert?

Un espace de Hilbert H est un espace vectoriel normé complet
doté d’'un produit scalaire et dont la norme est déduite de ce
produit scalaire.

Un espace de Hilbert H est donc un espace de Banach doté d'un
produit scalaire et dont la norme est déduite de ce produit scalaire.

Un espace vectoriel normeé (H, || ||) sur & ou sur C est de Hilbert
si sa norme provient d'un produit scalaire et s'il est complet.

Un espace de Hilbert H sur C contient des éléments z qui peuvent
s'écrire sous la forme :
z=X+iyecCavecxetycecR
Z = Xx— Iy est le conjugué de z

2) Produit scalaire

Soit H un espace vectoriel complexe, c'est a dire un espace vec-
toriel sur le corps < C.

Un produit scalaire est une application de HxH dans C notée :
<, > :HxH > C

Remarque : Si H est un espace vectoriel réels (espace vectoriel dont
les éléments appartiennent a R), le produit scalaire est noté :
<> HxH =+ R

Le produit scalaire vérifie pour tous f, g, h appartenant a H et
tout a appartenant a C

1. <g,f>=<f,qg>
<f+g h>=<fh>=+<g,h>
<af,g>=a<f,g>et<f,ag>=a<f,g>
<f,f>cRt
<f,f>=0=Ff=0

ok W
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3) Norme

Dans un espace de Hilbert, la norme est déduite du produit sca-
laire.

Grace a la propriété 4. ci dessus, on peut définir la norme d'un
élément f d'un espace de Hilbert F par :

Ifll = V(< f,f>)

L'application de H dans R définie par ||f| = v( < f, f =) est appe-
|ée norm induite (du produit scalaire).
L'espace de Hilbert peut étre noté : (H, +,—,|.|, < .,. =) avec:
e + : opération interne dans H
e - : Opération externe sur C
e |.|| : norme dans H
e (< .,. =) :produit scalaire dans H

@X Exemples

Il existe de nombreux exemples d'espaces de Hilbert.
Les exemples suivants sont souvent rencontrés (liste non exhaus-
tive).

1) Espace L2 de fonctions intégrables au carré

Un espace L2 de fonctions intégrables au carré sur un intervalle
donné est un espace de Hilbert, noté L2([a, b]), ou [a, b] est un
intervalle borné de la droite réelle.

Les fonctions dans cet espace sont des fonctions mesurables qui
sont carré-intégrables, c’est-a-dire que la valeur absolue de la fonc-
tion au carré est intégrable sur lI'intervalle [a, b].

Le produit scalaire sur cet espace est défini par I'intégrale de la
multiplication des deux fonctions, et la norme correspondante est

la racine carrée de ce produit scalaire appliqué a la fonction elle-
méeme.
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Plus précisément, si f et g sont deux fonctions de L2([a, b]), leur
produit scalaire est défini par:

<f,g>= .ﬁa,m f(x)g(x)dx

et leur norme est définie par :
Ifll = V(< f,f>)

Cet espace de Hilbert a de nombreuses applications dans les ma-
thématiques et les sciences, en particulier en analyse fonctionnelle,
en théorie des probabilités et en traitement du signal. Par exemple,
I'espace L2 est utilisé pour modéliser des signaux numeériques, tels
gue des images ou des sons, en vue de les analyser ou de les traiter
numériguement.

2) Espace de suites de nombres carré sommables

Un espace de suites de nombres (réels ou complexes) qui sont
carré sommables, muni du produit scalaire défini par la somme pon-
dérée est un exemple d'espace de Hilbert. Cet espace est défini
comme suit :

H = {x = (x1,X2,X3,...)} avec :
x; nombres réels ou complexe, et

Y |x;|* série convergente

La norme d’'une suite (x) de H est définie par:
Ix|| = VX Ixi[*)
Le produit scalaire entre deux suites x = (x1,X;,X3,...) et y =
(V1, ¥2,V¥3,...) dans cet espace est défini par :
<X,y >=3X;xy; ou Yy estleconjugué du nombre complexe y;
La série ci-dessus converge absolument pour toutes les suites x

et y appartenant a H, et la propriété de sommabilité garantit que le
produit scalaire est bilinéaire, symétrique et positif.

Cet espace de Hilbert est utilisé dans diverses branches des ma-
thématiques, telles que I'analyse fonctionnelle, la théorie des opé-
rateurs, la théorie de l'information, la théorie des probabilités et la
théorie des ondelettes.

En particulier, il est utilisé pour étudier les séries de Fourier et
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les séries de Taylor, ainsi que pour définir des espaces de Hilbert de
fonctions mesurables sur un espace topologique.

3) Espace de séries de Fourier

L'espace des fonctions f(x) qui sont périodiques avec une période
T et qui sont intégrables au carré sur une période T est un exemple
d'espace de Hilbert, noté L2([0, T])

Cetespace de Hilbert L2([0, T]) est muni du produit scalaire défini
par :

<f,g>=(1/T) [, f(x)g(x)dx
ou f et g sont deux fonctions périodiques de période T.

Les séries de Fourier d’'une fonction périodique f(x) peuvent étre
représentées par une somme pondérée de fonctions sinusoidales et
cosinusoidales.

+ o
f(x) = ag+ Y. ancos(nwx/T) + bpsin(nzx/T))

n=1

ou agp, a, et b, sont les coefficients de Fourier de f(x), qui sont
donnés par les formules suivantes :

ao = (1/T) [y f(x)g(x)dx
an = (2/T) [y f(x)cos(nzx/T)dx
bn = (2/T) [, f(x)sin(n=x/T)dx

L'espace de Hilbert L2([0, T]) est utilisé pour étudier les proprié-
tés des séries de Fourier, telles que la convergence uniforme et la
convergence en moyenne quadratique.

Il est également utilisé pour I'analyse de signaux périodiques
dans divers domaines, tels que la théorie de la communication et le
traitement du signal.

4) Espace des polynomes de degré au plus n

L'espace H des polyndmes de degré au plus n avec des coeffi-
cients complexes, muni du produit scalaire usuel est un espace de
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Hilbert,

Cet espace est constitué de tous les polyndmes p(x) avec des
coefficients complexes de degré au plus n.

Le produit scalaire usuel de deux polynomes p(x) et q(x) est dé-
fini par :

<p,q>= 3 P x Gk
k=0

ou py est le coefficient de degré k dans le polynéme p(x) et g, est
le conjugué complexe du coefficient q,.

La norme de p(x) est définie par :

Pl =v{<p,p=>)

Cet espace de Hilbert est utilisé en analyse numérique pour |I'ap-
proximation de fonctions continues par des polynomes.

Les polyndmes de degré n sont utilisés pour approximer des fonc-
tions continues sur des intervalles donnés, et la norme de cet es-

pace de Hilbert est utilisée pour mesurer |'erreur d'approximation.

Cet espace de Hilbert est également utilisé en théorie des codes
correcteurs d'erreur et en théorie de la complexité pour I'analyse
de I'efficacité des algorithmes polynomiaux.

5) Espace des distributions tempeérées

L'espace de Hilbert des distributions tempérées est un espace de
Hilbert particulier, noté S'. Il est constitué de toutes les distributions
tempérées sur R, c'est-a-dire les distributions linéaires continues
dont le support est inclus dans un compact et qui sont dérivables
d'ordre fini.

La notion de distribution est une généralisation des fonctions et
permet de manipuler des objets mathématiques plus généraux, tels
que les distributions singulieres ou les fonctions généralisées.

Les distributions tempérées sont des distributions qui varient
"modérément" a I'infini, et sont donc particulierement utiles en ana-
lyse harmonique et en physique mathématique.
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Le produit scalaire de deux distributions tempérées f et g dans
I'espace de Hilbert S’ sur le corps C est défini par :

<f,g>= [T2f(x) x g(x)dx

ou g(x) est le conjugué complexe de la distribution g(x).
La norme de la distribution tempérée f est définie par:
If)| = V(< f, f>)=V( 1> |f(x)[*dx)

L'espace de Hilbert des distributions tempérées est utilisé en phy-
sique pour la formulation mathématique de la théorie quantique des
champs.

Il est également utilisé en analyse harmonique pour |I'étude des
fonctions généralisées et des opérateurs différentiels.

(e Questions-réponses

1) Espace pré-hilbertien

e Qu’est ce qu’'un espace preé-hilbertien ?

Un espace préhilbertien est un espace vectoriel réel ou complexe
muni d'un produit scalaire, mais qui ne satisfait pas nécessairement
tous les axiomes de la définition d’'un espace de Hilbert complet.

Plus précisément, un espace préhilbertien est un espace vecto-
riel E muni d'un produit scalaire <.,.> qui vérifie les propriétés sui-
vantes :

l. <x,y>=<y,X> pourtout x,y dansE

2. <Xx,x>=>0 pourtout xdans E

3. <x,x>=0 sietseulement si x=0

Cependant, contrairement a un espace de Hilbert complet, un
espace préehilbertien peut ne pas étre complet.

Cela signifie qu’il peut exister des suites de Cauchy de vecteurs
qui ne convergent pas dans l'espace lui-méme.
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2) Produit hermitien

e Qu’est ce qu’un produit hermitien?

Un produit hermitien est un type de produit scalaire défini sur
un espace vectoriel complexe. Le produit hermitien généralise le
concept de produit scalaire dans les espaces vectoriels réels.

Formellement, un produit hermitien sur un espace vectoriel com-
plexe V est une fonction bilinéaire conjuguée-symétrique :
<. VxV=C
qui satisfait les propriétés suivantes pour tout x, y, zdans V et tout
scalaire complexe A :

l. <X, y>=<y,X>

2. < AX, Y=<y, X >

3. < X+y,Z==<y,Z>+<y,Z>

4, < X,Xx > R*

5. < x,x >= 0 si et seulementsix =0

Le produit hermitien est souvent noté sous forme de notation de
Dirac < x|y >, ou < x|y > représente le produit hermitien entre les
vecteurs x et y.

Le produit hermitien est utilisé en mathématiques pour définir
des espaces de Hilbert, des opérateurs hermitiens et autoadjoints,
et des matrices hermitiennes et autoadjointes. En physique théo-
rique, il est utilisé pour décrire des systemes quantiques tels que
des particules subatomiques et des états quantiques.
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3) Produit hermitien - Produit scalaire

e Quand utilise t'on le produit hermitien a la place du produit sca-
laire 7

Dans un espace de Hilbert sur le corps &, on utilise le produit sca-
laire. Dans un espace de Hilbert sur le corps C, on utilise le produit
hermitien.

Le produit scalaire hermitien est utilisé dans plusieurs contextes
mathématiques lorsque I'on travaille avec des espaces vectoriels
complexes.

Voici quelques exemples ou I'on utilise le produit scalaire hermi-
tien au lieu du produit scalaire classique :

1) Dans les espaces de Hilbert complexes L?(X)
Dans les espaces de Hilbert complexes ou X est un ensemble mesu-
rable, il est souvent plus naturel de travailler avec le produit scalaire
hermitien, car il permet de traiter les fonctions complexes de ma-
niere adequate.

Le produit scalaire hermitien est défini par :
<f,g>= [f(x)g(x)dx
ou g(x) désigne le conjugué complexe de g(x).

2) En théorie quantique
En théorie quantique, les vecteurs d'état des systemes physiques
sont des vecteurs complexes, et le produit scalaire entre deux vec-
teurs d'état est défini comme un produit scalaire hermitien. Cela
permet de traiter les fonctions d’'onde complexes qui décrivent les
états quantiques des particules de maniere naturelle.

3) En traitement du signal
Le produit scalaire hermitien est utilisé dans le traitement du signal
pour définir des filtres complexes, tels que les filtres a réponse im-
pulsionnelle finie (FIR) et les filtres a réponse impulsionnelle infinie
(1IR).

En résumé, le produit scalaire hermitien est utilisé lorsque I'on
travaille avec des espaces vectoriels complexes, tels que les es-
paces de Hilbert complexes, en raison de sa compatibilité naturelle
avec les nombres complexes et les fonctions complexes.
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4) Orthogonalité

e Qu’est ce que I'orthogonalité dans un espace de Hilbert?

L'orthogonalité est une notion fondamentale dans les espaces de
Hilbert. Dans un espace de Hilbert, deux vecteurs sont dits ortho-
gonaux s'ils sont perpendiculaires, c'est-a-dire s'ils ont un produit
scalaire nul.
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